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AVERTISSEMENT. 


Cette quatrième édition de mon A/gèbre supe- 
rieure est divisée en cg Sections, composées chacune 
de plusieurs Chapitres. 
generale 
c des équations et les principes sur lesquels repose leur 


La premiére Section renferme la théorte 


résolution numérique; on trouvera en particulier 
æ dans cette première Section une théorie très déve- 
: loppée des fractions continues. 

La deuxième Section comprend la theorte des fonc- 
ons symétriques, celle des fonctions alternées et des 
déterminants, et les nombreuses questions qui s’y 
rattachent, avec des applications importantes à la 
théorie générale des équations. 

La troisième Section a pour objet l’ensemble des 
propriétés des nombres entiers quisontindispensables 
dans la théorie de la résolution algébrique des équa- 
tons; on trouvera dans cette Section une étude com- 
plèteetnouvelledesfonctionsentières d’une variable 
prises relativement à uri module premuer. 

La quatrième Section renferme la théorie des sub- 


slitulions; elle comprend tous les faits principaux 


CI 
F8 
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acquis à la science, dans cette partie difficile de 
l'analyse algébrique. 

Enfin j'ai réuni dans la cénquiéme Section tout ce 
qui se rapporte directement à la resolution alge- 
brique des équations. 

Le titre de ce livre, qui a été conservé, indique 
suffisamment que je n'ai pas la prétention d’avoir 
composé un {raté complet sur PAlgèbre supérieure; 
cependant on reconnaîtra, je l'espère, que j'ai con- 
stitué un corps de doctrine étendu qui ne sera pas 
sans quelque utilité pour les géomètres qui s’occu- 
pent de cette branche importante de l'Analyse ma- 


thématique. 
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COURS 


D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


L’Algèbre est. à proprement parler, l'Analyse des 
équations ; les diverses théories partielles qu’elle com- 
prend se rattachent toutes, plus ou moins, à cet objet 
principal. À ce point de vue, l’Algèbre peut se diviser 
en trois Parties bien distinctes : 

1° La théorie générale des équations, c’est-à-dire 
l’ensemble des propriétés qui sont communes à toutes les 
équations ; 

2° La resolution des équations numériques, c'est- 
à-dire la détermination des valeurs exactes ou appro- 
chées des racines d’une équation dont les coefficients 
sont donnés en nombres ; 

3° La résolution algébrique des équations, c'est- 
à-dire la détermination d’une expression composée avec 
les coefficients d’une équation donnée, et qui, substituée 
à l’inconnue, satisfasse identiquement à cette équation, 
soit que les coefficients de l’équation proposée soient 
numériquement donnés, soit que, étant simplement con- 
sidérés comme connus, ils restent indéterminés et re- 
présentés par des lettres. 

Sans prétendre faire ici l’histoire complète de l’AI- 
gèbre, je crois devoir, dès à présent, donner un aperçu 
des principaux résultats acquis à cette partie de la science 
que nous allons étudier. 

S.— Alg, sup., 1. x 
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Il serait difficile de dire à qui nous devons la résolution 
des équations du second degré: elle se trouve dans le 
livre de Diophante, et, comme le faitremarquer Lagrange 
dans son 7raite de la résolution des équations nume- 
riques, elle ressort naturellement de quelques proposi- 
tions d'Euclide. Luc Paciolo, qui publia en 1494, à Ve- 
nise, le premier livre d’Algèbre paru en Europe, ne fait 
aucune mention de Diophante et laisse supposer que les 
algébristes italiens avaient appris des Arabes ce qu'ils 
savaient d'Algèbre, c’est-à-dire la résolution des équa- 
tions du premier et du deuxième degré. 

La résolution des équations du troisième degré est due 
à deux géomètres italiens du xvi* siècle, Scipion Ferrei 
et Tartaglia ; mais on ignore par quel chemin ils y ont 
été conduits, et la formule qui représente les trois racines 
de l’équation du troisième degré est communément ap- 
pelée formule de Cardan. 

C’est aussi à un géomètre italien, Louis Ferrari, dis- 
ciple de Cardan, que l’on doit la résolution de l’équation 
du quatrième degré. Depuis, plusieurs méthodes que 
nous indiquerons successivement ont été proposées pour 
la résolution des équations du troisième et du quatrième 
degré ; mais Lagrange a montré, dans un célèbre Mé- 
moire inséré parmi ceux de l’Académie de Berlin pour 
17970 et 1771, que ces méthodes, différentes en appa- 
rence, reviennent toutes, au fond, à faire dépendre la 
résolution de l’équation proposée de celle d’une seconde 
équation qu'il appelle résolvante, et dont la racine est 
composée linéairement avec celles de la proposée et les 
puissances d’une racine de l'unité du même degré. En 
cherchant à généraliser cette méthode, à l’étendre à 
toutes les équations, ce grand géomètre a montré qu’au 
delà du quatrième degré l'équation résolvante était d’un 
degré supérieur à celui de la proposée, et ne paraissait 


m 
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pas, en général, susceptible d’abaissement. Il à enfin 
expliqué clairement, par cette analyse, à quelle circon- 
stance est due la résolubilité des équations des quatre 
premiers degrés, circonstance qui ne se présente plus au 
delà du quatrième degré. 

Toutefois, la méthode de Lagrange peut être employée 
utlement dans la résolution des équations binômes ou, 
ce qui revient au même, des équations dont dépend la 
division de la circonférence du cercle en parties égales. 
La résolution de ces équations avait été effectuée anté- 
rieurement et pour la première fois par Gauss, à l’aide 
d’une méthode ingénieuse fondée sur les relations qui 
existent entre les diverses racines de l'équation binôme, 
etsur la considération des racines primitives des nombres 
premiers. | 

Abel, généralisant les résultats obtenus par Gauss, a 
montré ensuite que, si deux racines d’une équation irré- 
ductible sont tellement liées entre elles, que l’une puisse 
s'exprimer rationnellement par l’autre, l'équation est 
soluble par radicaux si son degré est un nombre premier, 
et que, dans le cas contraire, sa résolution dépend de celle 
d'équations de degrés moindres que le sien. C’est là un 
des plus beaux résultats dont l’Algèbre se soit enrichie 
de nos jours. Abel a fait, dans son Mémoire, l’applica- 
tion de sa méthode aux équations binômes, et a apporté 
quelques simplifications à l’analyse de Gauss. 

Voilà donc une classe assez étendue d'équations dont 
les racines peuvent être exprimées par des radicaux ; mais 
ces équations, étudiées par Abel, sont-elles les seules qui 
possèdent cette propriété? Dans quel cas, en un mot une 
équation peut-elle être résolue algébriquement ? Cette 
question difficile a été résolue complétement, au moins 
pour les équations irréductibles de degré premier par 
Évariste Galois, ancien élève de l'École Normale, et l’un 
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des géomètresles plus profonds que la France ait produits. 
Dans un Mémoire présenté à l’Académie des Sciences 
en 1831, et publié en 1846 par les soins de Liouville, 
Galois a, en effet, démontré ce beau théorème: Pour 
qu'une équationirréductible de degrépremier soit soluble 
par radicaux, il faut et il suffit que, deux quelconques 
des racines étant donnees, les autres s'en déduisent ra- 
tionnellement. Ce résultat important a été le point de 
départ des recherches auxquelles se sont livrés depuis sur 
cette matière, MM. Hermite, Kronecker, Betti et plu- 
sieurs autres géomètres éminents. 

Enfin, quant aux équations dont les racines sont des 
quantités quelconques n’ayant entre elles aucune dépen- 
dance, c’est-à-dire dont les coefficients restent indéter- 
minés, leur résolution générale est impossible au delà du 
quatrième degré. Cette proposition importante, énoncée 
par Ruffini, a été mise hors de doute par les travaux 
plus récents d’Abel. 

Tels sont les travaux les plus importants qui aïent été 
entrepris sur la résolution algébrique des équations, et 
dont j'ai cru devoir faire 1c1 l'indication succincte. 

Quoique j'aiesurtouten vue, dans cet Ouvrage, les théo- 
ries qui se rapportent à la résolution algébrique des équa- 
tions, je n’en crois pas moins utile de reproduire 1c1 les 
principes qui sont le fondement de la théorie générale 
des équations et sur lesquels reposent les méthodes em- 
ployées pour leur résolution numérique. 
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LES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES ET LA RÉSOLUTION 
NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS. 





CHAPITRE PREMIER. 


THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. 


Définition des fractions continues. 


1. Désignons par x une quantité positive, rationnelle 
ou irrationnelle, et posons 
(1) x—=a+ mes Xi di + 2, COCCRNE PR, PET ee En +3 

tra Lo FA 
da, di, d,... étant les plus grands entiers qui soient 
contenus dans Æ, X4, Xo, . . . respectivement. Le premier 
de ces nombres a peut être nul, mais chacun des sui- 
vants est au moins égal à 1. 

Si la quantité x est rationnelle, l’un des nombres de 
la suite x, X4, Xo, ... sera entier, et il terminera la 
suite; car le nombre suivant serait l’infini, d’après la loi 
de formation. Pour justifier cette assertion, supposons 
que l’on ait 

FUEA 
Le "# 
À et À, étant des entiers premiers entre eux. Soient A, 
À 3, ..., An, 1 les restes successifs auxquels conduit la re- 
cherche du plus grand commun diviseur des nombres À 
et À,, et a,a,...,4n_1 les quotients fournis par cette 


opération ; on aura 


À— A, a + A, À, —=A;a;+ A, .., An An dn-i-t ls 


, “ 
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d’où, par la définition des nombres x,, x», ..., 
A A 


X—=A + eee Li + HT ANT ra le Li » Tr 
À: À; An 
Mais, si la quantité x est irrationnelle, aucun terme de 
la suite x, Xi, Xo, ... ne sera entier ni même rationnel, 
et l’on pourra en conséquence prolonger cette suite indé- 
finiment. En effet, si quelqu'un des nombres x,x,,%, 
est rationnel, il est évident que tous ceux qui le précèdent 


le sont aussi. 


Si l’on élimine les quantités x, Xe, ..., Æn_1 entre 
les z premières des égalités (1), la valeur de x prendra 
la forme 

I 
(2) r—=a + 
I 
AT COCA ET 
A+, I 


ARE 
I 
Le PA ne mr 
nm 


lorsque x est un nombre rationnel, il existe, comme on 
vient de le voir, une valeur de 7 pour laquelle x, est w, 


e = I . 
on peut alors supprimer la fraction — dans l'expression 
Th 
précédente. Il n’en est plus ainsi lorsque x estune quan- 


tité 1rrationnelle, mais il sera démontré que, après la sup- 
| : I 

pression de la fraction —; le second membre de la for- 
Ÿ 6 


mule (2) converge vers “la valeur de x quand on fait 
croître le nombre 7 indéfiniment. 

Nous sommes ainsi conduits à étudier les expressions 
de la forme 


(3) a + 





où 4, &y, @2, ... désignent des entiers positifs dont le 





e 
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nombre est limité ou illimité, et parmi lesquels le pre- 
mier seulement peut être zéro. On donne à ces expres- 
sions le nom de fractions continues. 

Lorsqu'on réduit ainsi une quantité x en fraction con- 
tinue, on donne le nom de quotients complets aux quan- 
tités Z, Xy, Lo, . .. dont les valeurs sont fournies par les 
formules (1); les entiers à, 4, &2, . .. contenus respecti- 
vement dans les quotients complets sont dits quotients 
incomplets. Enfin on nomme fractions convergentes ou 
réduites les valeurs que l’on obtient quand on arrête la 
fraction continue à un quotient incomplet quelconque. 
Ainsi, dans la fraction continue (3), a est la première 


LESSATN I » I 
réduite, a + — est la deuxième, a + mm la 


as 
A —+ Dre 
do 


troisième, et ainsi de suite. 

On considère, dans certaines questions d'Analyse ma- 
thématique, des fractions continues plus générales que 
celles dont il vient d’être question et qui ont la forme 


. & 
a + 
Œo 
PA TEE ER og Gp 
&z 
A3 + 
ne 


dy + 


d, Œyy Any ve) y A, -.. Étant des quantités quel- 
conques. Mais ces expressions nouvelles ne sont d’au- 
cune utilité pour l’objet que nous avons en vue, et 1l 
n’en sera point question dans ce qui va suivre. 


De la formation des réduites. 


2. La première des formules (1) donne 


ax + I 


(4) =, 


Li 
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Ai To LL, 
1737 rec dei 


Fe) 


L 


et, si l’on remplace x, par la valeur 
deuxième formule, il vient 


(aayÿ+i)rs+ a 
A SE RU À 


(5) CNT Te Le 
on peut de même remplacer le quotient complet x, par sa 
valeur tirée de la troisième formule (1), et ainsi de suite. 
En général, la valeur de x exprimée par le moyen du 
quotient complet x,_,, aura la forme 


(6) D SLEN Pi ln + Pre | 
Qu1Tn-1 + Que 

Phi; Qui, Pro; Qn-2 étant des nombres entiers. En 
effet, on vient de voir qu'il en est ainsi lorsque 7 —1 est 
égal à 1 ou à 2; et en conséquence, pour justifier notre 
assertion, il suffit de constater que, si elle s'applique au 
quotient x»_1, elle subsiste aussi pour le quotientx,. Or, 
en remplaçant, dans la formule (6), æ»_1 par sa valeur 


An1%n TI 


I L L 
Ans + — ou > 1l vient 


En Tn 

(BA An + PES Ln + Ps . 
1 

(Q:1 An + Q;_) Tr + eu 


notre proposition est donc établie. On voit en outre 


L = 


que, si l’on pose 
(7) P,=P,_a) 3 +P, 2000; =0Q;: Ha ire Qu 
l'expression précédente de x prendra la forme 
Su Pytn + Pr ; 

0m tr Q: 
et celle-ci se déduit de l'expression (6) par le change- 
ment de 2 enn+r:. 


(8) x 


Pour avoir la réduite de rang », il est évident qu'il 
suffit de remplacer, dans la formule (6), le quotient com- 
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plet xn_, par le quotient incomplet correspondant a,_;, 
on voit alors, par les formules (7), que cette réduite a pour 


Le : ; 
valeur “=: Au reste, il faut remarquer qu'on peut l’ob- 


n 
tenir aussi en remplaçant x, par « dans la formule (8). 
Les formules (7) peuvent donc être employées pour ceal- 
culer le numérateur et le dénominateur des réduites suc- 
cessives, et l’on peut énoncer à ce sujet la proposition 
suivante : 

Le numérateur de la réduite de rang n est égal au 
produit du numérateur de la réduite de rang n —1 par 
le nième quotient incomplet, augmenté du numérateur 
de la réduite de rang n— 2. Et de méme le dénomi- 
nateur de la nième réduite est égal au produit du déno- 
müinateur de la réduite de rang n—1 par le nième 
quotient incomplet, augmenté du dénominateur de la 
réduite de rang n — 2. 

L'application de cette règle exige que les deux pre- 
mières réduites aient été formées; on a, par les for- 


mules (4) et (5), 
PET, Mr, 
Pa aa; +1, ue dis 


mais, Si l’on pose 
P, — 1, Q — 0, 


les formules seront vérifiées pour 2 — 2; d’où il ré- 
) P , 


'< , . P 
sulte que l’on fera rentrer la deuxième réduite =? dans 


2 


à ; ; ë ht SRE À î 

la règle générale, en introduisant la réduite fictive 6, = —y 
| TO 

que l’on peut regarder comme occupant le premier rang 


dans la suite des réduites ; c’est ainsi que nous procé- 


4 « ’ P 4 
derons désormais, et, en conséquence, —"* représentera 


m 


la réduite de rang 7 +1. Au moyen de cette conven- 
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tion, on peut disposer comme il suit le calcul néces- 
saire pour la formation des réduites : 


a di do d3 &, SE 
I a ad; +1 

FRE mt e. 
O I a; 


Les quotients incomplets a, a,, a, as, . .. sont écrits sur 
une première ligne horizontale. Au-dessous des deux 
premiers quotients a et a,, on place les deux premières 


4 - e I a L 14 L2 . 
réduites s'ri0n forme ensuite chacune des réduites sui- 
1 


vantes, en opérant conformément à la règle, et l’on écrit 
le résultat au-dessous du quotient qui lui correspond, 


Propriétés des réduites. 
3. Taéorème |. — Les réduites étant supposées for- 
2 F } A 14 , P yr'e r 
mées d'après la règle précédente, et — désignant gé- 


nm 


néralement la réduite de rang n +1, on a 
P} Q»-1 ER OP: — (— 1)7 
En effet, soit a,_, le n°7 quotient incomplet, on aura 
Pr Pr sant Pros Qn = Qritn1 + Qu; 


si l’on ajoute ces égalités après avoir multiplié la pre- 
mière par Q,-, et la seconde par — P,_,, :l viendra 


(P,Q»-1— 4 A SES: ) = (P;# Qu Fe) Qu1 PT 


ce qui montre que la quantité 
k= 110 (Pr QE On PE) 


a la même valeur, quel que soit 2; mais cette quantité 
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est égale à 1 quand z —1, car Qo—= 0 et Qi= Por; 
donc elle est égale à 1, quel que soit 7. 


CorozLzaire [. — Les nombres P, et Q, sont pre- 


he l s : FAN 
miers entre eux, et en consequence la fraction — est 1r- 
nm 


r'eductible. 


L'égalité qu’on vient d'établir prouve effectivement 
que les nombres P, et Q, ne peuvent avoir aucun divi- 
seur commun autre que l’unité. C’est en raison de cette 
propriété que l’on a donné le nom de réduites aux frac- 


[12 
° 


Q» 


CoroLLarre II. — Za différence entre deux réduites 


tions 





consécutives est égale à une fraction qui a pour nume= 
rateur l'unité, et pour dénominateur le produit des 
denominateurs des deux réduites. 


En effet, si l’on divise par le produit Q,Q,_, l’éga- 
lité qui fait l’objet du précédent théorème, 1l vient 


P, x [527 Ve (—1)" 
oo (3e à 0 


4. Taéorème Il. — Si l’on réduit une quantité quel- 
conque x en fraction continue et que l’on forme les re- 
duites successives, la valeur de x sera toujours comprise 
entre deux réduites consécutives et chaque réduite ap- 
prochera plus de x que la réduite précédente. 


TA P l £ > 
En effet, — étant la réduite de rang n +1 et x, le 
ra 


quotient complet correspondant, on a 


pa = n PB; 
Li e 
Qurn + O5 
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Si l’on résout cette équation par rapport à x, on trouve 








Pont 

HF #1 … __—_—_——— 

02 Wie ST d’ « GO, L'En 0 

Tn = 3 où Tin = = ——° 
PAR Q,zx 07 Pa EX 
Q» 

Cette formule montre : 1° que les différences x — 2 
n—1 


1: 
et" — x sont de même signe, d’où 1l résulte que x est 


nm 


P 
— et 0; 2° que la valeur absolue de la 





comprise entre 





ET 
seconde différence est NE NER que la valeur absolue de 
la première, car les quantités et Zn, dont le produit 
n—1 


forme le premier membre de la formule précédente, sont 
l'une et l’autre supérieures à l’unité. 


5. Taéorème III. — S2 l’on réduit une quantité quel- 
conque x en fraction continue, la différence entre une 
réduite quelconque et la valeur de x sera moindre qu'une 
fraction ayant pour numérateur l'unité et pour déno- 
minateur le produit des dénominateurs de la réduite 
considérée et de la réduite suivante. 


En effet, d’après le théorème IT, x est comprise entre 


1t=—1 





OC P | 2e 
les deux réduites et —: par conséquent, la différence 








Qu G.: 
; ., ue P 
entre x et = est moindre que la différence entre — 
n—1 nm 
et "—; mais, d'après le théorème I (corollaire IL), cette 


Qu 


4: es ù : Hire 
dernière différence est égale à Lee 
0 PI Q; 


par 0 une quantité comprise entre zéro et l'unité, on 


; si donc on désigne 


pourra écrire 
Pis La n 6 


Qh1 a Gr i] (Go 


TX — 
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Comme Q, est supérieur à Q:_1, on a aussi 


e) 
2 
3 AB 


— = — I 
BAL Qi 


FA 











ou Quuyr—P,i—=(—:1)" 


) désignant encore une quantité comprise entre zéro 
et 1, mais qui n’a pas 1c1 la même valeur que dans la 
précédente égalité. 

Cette dernière formule exprime que, st l’on prend une 
reduite quelconque pour valeur approchée de la quan- 
tite x, l'erreur commise sera moindre que l'unité di- 
visée par le carré du dénominateur de la réduite. 


Remarque. — On peut encore démontrer le précédent 
théorème en partant de la valeur de x exprimée en fonc- 
tion du quotient complet x». On retrouve par ce moyen 
la limite supérieure que nous venons d’assigner à la dif- 





L p 7: Ù Se À 
férence (— 1) (+ Me re }» et l’on obtienten même temps 


n—1/ 


une limite inférieure de la même différence. Cette der- 
nière limite a moins d'importance que l’autre, mais elle 
mérite cependant d’être mentionnée. On a 


y por “3 PAta kb. An Hu LU (P, Q»-1 nQù P, 1) 
LEP 0; Tr + Qu LE Qu (Qu AE Q-1 ) 


L 


ou, d’après le théorème E, 


De D Cr à 
Qr-1 a)uer (e. 7 — Qu) 


TL 


2 


Or x, est compris entre 1 et æ ; donc la différence 


D 
Dent 


Qu 


XX — 





est comprise entre 


(y 


( St 1 
Q»-1 Q» 


Qh_1 (Qh “a Qu: ) f 


et 
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Corozzarre. — 81 la quantité x est irrationnelle, on 
pourra toujours former une réduite qui différera de x 
d'une quantité plus petite qu'une quantité donnee €. 


En effet, pour être assuré que la différence entre x 


Bent 


Qu 


et la réduite 





est inférieure à €, il suffit que l’on ait 


1 


ARE I 
Q: <, d'où Qh-1 > —) 
DR de 





et, puisque les nombres entiers Q,,Q:,Q3, ... croissent 
sans limite, on voit que l'inégalité précédente sera véri- 
fiée si l’on prend une valeur de 7 suffisamment grande. 


Q 2 , È P , I . 
6. La première réduite — étant — ou , et la deuxième 
0 O 


G. étant égale à a on voit qu’on peut énoncer la propo- 
1 


sition suivante, qui résume les résultats principaux que 
nous avons obtenus : 


Lorsqu'on réduit une quantité quelconque x en frac- 
tion continue, les réduites de rang pair, toutes infe- 
rieures à x, forment une suite croissante, tandis que les 
réduites de rang impair, toutes supérieures à x, forment 
une suite décroissante. Ces deux suites se terminent 
quand x est un nombre rationnel ; maïs, dans le cas 
contraire, elles sont illimitées et les réduites de cha- 
cune d'elles convergent vers la valeur de x dont elles 
se rapprochent indéfiniment. 


C'est en raison de cette propriété que les réduites ont 
reçu le nom de fractions convergentes. On voit que, si a 


Œi, &, 43, - . . désignent les quotients incomplets obtenus 
dans la réduction de x en fraction continue, il est permis 
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d'écrire 
I 





I 
tai rh 


TA + — 
di + 








puisque l'expression contenue dans le second membre 
de cette formule tend vers une limite égale à x, quand le 
nombre qui marque le rang du quotient auquel on la 


L] ? C2 , L , L1 Fe 
suppose terminée augmente indéfiniment. La réduite 
ra 


a pour valeur 


P; + + o +... EN AL st) 
FR or DH: BV à Te 2 
Q, Q> Q:  Q3 C2 MO 0.2 
et par suite la quantité x est la limite de la série con- 


vergente 


I I (— 1) 











a + ge + <= + ,,,, 
Q; Q: Q: Q: QE Q» 
r < = e 0 rs . À 
7. Tuéorëme IV. — 1 une fraction irreductible — 
Ho 
est compr ise entre deux réduites DCR POLE 6. , Q, , 
n—1 LA 


le dénominateur B de la fraction est supérieur au déno- 
minateur de chaque réduite. 

P, 
à ir 


de Q» 





À 
En effet, la fraction À étant comprise entre - 


les deux différences 


À Ph-1 P, 1 


° RPAQRUESS 
B Qr Q» Qu 








sont de même signe, et la valeur absolue de la première 
différence est inférieure à la valeur absolue de la seconde. 


S.— Alg. sup., L 2 
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Or celle-ci est égale à LUN donc en a 
Qu-1Qn 
{ LE Led t)< I ; 
VB TG 0e 


ou 


(— 1)" (AQ,- — BP, 4) < _ 


le premier membre de cette inégalité est un enter qui, 
par hypothèse ne se réduit pas à zéro, et l’on a en 
conséquence 


BZ> Q». 


Le nombre B est, à plus forte raison, supérieur à Q,_1. 


Corozzaire. — Chaque réduite d'une fraction conti- 
nue x approche plus de la valeur de x que toute autre 
fraction dont le dénominateur est moindre que celui de 
la réduite. 


à ; PEN. CRE TRS 
En effet, si la fraction irréductble = approche plus de x 


la réduite 2”, ell à plus forte raison, plus pri 
que la réduite —; elle sera, à plus forte raison, plus pres 


1 


: 4 € , , P E 
de x que la réduite précédente DS D'ailleurs, la quan- 
Pur 
PE 


La s à Ph , : A 
uité x étant comprise entre et —; la fraction Fe sera 


n=—1 2] 


nécessairement comprise entre les mêmes réduites ; done, 
d’après le précédent théorème, le dénominateur B sera 
supérieur à Q. 
’ A ” | 1.2 « : A 
Ilrésulte de là que, si B est inférieur à Q», la fraction . 


D 
a 
0 





approche moins de x que la réduite 
IL 


: ! : PRE 
8. Prorrime. — Ztant donnée une fraction Q dont 


RO TT 
SE Pr i 
: . 
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e lé . 12 9 
la différence avec une quantité quelconque x.est + Gi , 
0 étant plus petit que l'unité, on demande la condition 
P , F. , , . r 
pour que Q soit l’une des réduites fournies par le déve- 


loppement de x en fraction continue. 


Re P , F ] 
Réduisons G en fraction continue et formons les ré- 


: P, P P 
duites -*, Sd .…. # 


Qi Q: Qx 


Si cette fraction est l’une des réduites fournies par le 





Era P 
dont la dernière n’est autre que 0 ‘ 


développement de x, et que l’on désigne par x, le 
(nr +1) quotient complet, on aura 


P, (— LP 


D ln CE PP; Lande 
Q5 ee Q» (Qurn + Q-1) 


d'où +— 
0e Tnt 0 L 


(1) bte — 

Il faut remarquer que l’on peut toujours s'arranger 
de manière que le signe du second membre de cette 
formule soit le même que celui de la différence donnée 





P 0 + ; 
X — 0 — + G En d’autres termes, dans la fraction con- 
. # A P - . FE 
nue égale à Q° on peut toujours faire en sorte que Q, 
I 


PRE. : PE : 
ou — soit à volonté une réduite de rang impair ou de 
rang pair. En effet, soient a,_», a,_, les deux derniers 


, , , TD 
quotients incomplets de la fraction continue égale à Q° 
d’après la manière dont on opère habituellement, le 
dernier quotient n’est pas égal à 1, car, si cela avait lieu, 
on pourrait supprimer ce quotient en augmentant d’une 
unité le quotient précédent quideviendraitalors ah _»+-1. 


Donc, puisque a4,_, est au moins égal à 2, on peut le: 


I 1e 
remplacer par (ani —1) +, c'est-à-dire qu'on peut 
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introduire un quotient de plus égal à 1, en ayant soin 
de retrancher une unité du quotient qui était le dernier. 
On peut donc faire en sorte que le nombre 7, qui in- 


e , . P P . \ 4 = 
dique le rang de la réduite  — —; soit à volonté pair ou 


12 


impair; ce nombre 7 étant ainsi choisi de manière que le 


e . . e 'é LA ( 
signe de (— 1})#+! soit celui de la différence donnée + — 


bis 


on aura 


Qn 


QT Se Qh-1 


I 


D) à 
Qu (Qurr + OA Q> 


Or x, est positif et supérieur à 1: donc on a 


MR 
Q> 2 Q;2: 


Je dis que réciproquement, si cette condition est satis- 


dou TD 





(3) < 


: : P ALL 
faite, la fraction G sera l’une des réduites de x. En effet, 


TA étant alors définie par la formule (1), l’équation (2) 
donnera pour cette quantité une valeur positive et supé- 
rieure à l’unité; d’ailleurs, d’après la formule (1) la 
valeur de x sera évidemment de la forme 


I 
] ds 


Ln 


RE À P Se 
d’où ïi résulte que la fraction Q est l’une des réduites qui 


convergent vers x. 
Il faut remarquer que la condition (3) sera toujours 


Q» 
Q, ei Q;:2 


: L ; . 
: donc la fracuon Q sera nécessaire- 


satisfaite s1 0 est inférieur à —;, car le rapport 
> 


I 


est supérieur à =: 
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ment l’une des réduites de la quantité x si la différence 


P RSA CL 
x — — est, en valeur absolue inférieure à ne 


Q GE 


Des fractions convergentes intermédiaires. 


9. On a vu que les réduites de rang pair et celles de 
rang impair forment deux suites qui sont l’une croissante, 
l’autre décroissante, et qui convergent toutes les deux 
vers la valeur de la fraction continue. Considérons deux 
réduites consécutives 


P 71 : P,+1 
Qu Qy-+1 


de l’une ou de l’autre des deux suites, le nombre 7 pou- 





vant être égal à 1. Si a, désigne le quotient incomplet de 
rang 72 + 1, les valeurs de ces deux réduites seront com- 
prises dans l’expression générale 


ARERD. 
nn à 
AQu+ Qn-1 


et elles répondront aux valeurs #—0, k— u, de 1'in- 
déterminée k. 

Lorsque le quotient 4, est supérieur à 1, et que l’on 
donne à k les valeurs successives 


SAN LE EE RENNES) POS 


l'expression précédente fournit, indépendamment des 
deux réduites considérées, a,— 1 autres fractions dont 
les dénominateurs sont compris entre Q,_, et Qhss et 
auxquelles on a donné le nom de fractions conver- 
gentes intermédiaires. 

Si l’on pose, pour abréger l'écriture, 


Re AP, + Pis Si AQ + Qu 
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on aura 
Riti—Rit Pr Shi 91 PQ 
d'où 


Rs SpnRr PrSx— Quhr=PrQn1— QuPr1 
ou 

Ru Se — SemRr=(—i), P,S;—Q,R;=(—:1)" 
et, par conséquent, 


Ru Rz ia (— qe 192 s Rz ga: AU 


: — = —— = 
S +1 SZ SZ Sx-+1 Q» S£ Q», Sr 
Ces formules sont analogues à celles qui se rapportent 


à deux réduites consécutives quelconques, et l’on peut 
en conclure les propositions suivantes : 


1° Les fractions convergentes intermédiaires, formées 
comme il a été indiqué, sont des fractions irréductibles. 

2° La différence de deux fractions conver gentes in- 
termédiaires consécutives est égale à l'unité divisée par 
le produit des dénominateurs des deux fractions. 

3° Si l’on considère la suite des réduites de rang 
pair et celle des réduites de rang impair, puis qu'entre 
chaque réduite de l’une et de l’autre suite et la réduite 
suivante on écrive toutes les fractions convergentes in- 
termédiaires qui $ y rapportent, de telle manière que 
les dénominateurs forment une suite croissante, on ob- 
tiendra deux nouvelles suites qui seront, la première 
croissante, la seconde décroissante, et qui, en consé- 
quence, convergeront sans cesse, l’une et l’autre vers 
la valeur de la fraction continue. 


6 » ‘itA ; : 
4° Siune fraction gt compriseentre deux fractions 


: r . Rz R y 
convert gentes COnSeCULIVES — 5 


D ARDI A 





, appartenant au 


Len PSE P 
groupe dont les réduites = et -2*! 


sc, n-+1 





sont lestermes ex- 


BE 


2 
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À. “ LE Fe KR} 
trémes, ou st elle est comprise entre la fraction de et la 
é /e 


LA e. P a L . à A 
réduite —, le dénominateur B de cette fraction 5 ae 


Q; 


supérieur au dénominateur de chacune des fractions 
convergentes qui la comprennent. 


10. Lorsque la fraction continue est limitée, les deux 
suites formées avec les réduites et les fractions intermé- 
diaires se terminent d’elles-mêmes ; mais 1l faut remar- 
quer que l’on peut encore considérer l’une des deux suites 
comme illimitée. En effet, dans le cas dont il s’agit, l’une 


ur P J É 
des réduites —” exprime la valeurexacte de la fraction con- 


nm 


tinue; cette réduite termine l’une des deux suites, tandis 


St | 


0" 


ment introduire dans la fraction continue un nouveau 





que l’autre suite s’arrête à ; mais on peut évidem- 


quotient x, égal à æ; celle-c1 sera alors représentée 


P + dà —- P —_— , r a P; ; 
CEE ere EL équivalente à —”, et à celle 
Qurr+ Q»-1 Qn 


114 


par l'expression 





de nos deux suites qui se termine à on pourra ajou- 


PA 


ter les fractions intermédiaires’ 


P, + ct 2P3+ SEE 3P, + Pau 
Q» sr QUE, 2 Q» sn Q,-: 3Q, à Q,1 


ph 8,4 


dont le nombre est illimité. La suite indéfinie que l’on 
formera ainsi convergera vers la fraction continue, comme 
si celle-ci représentait la valeur d’une quantité irration- 
nelle. 


11. La théorie que nous venons d'exposer nous fournit 
la solution de cette importante question : 


Progième. — Déterminer, parmi toutes les fractions 
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dont le dénominateur ne surpasse pas une certaine LE 
mite K, celle qui approche le plus d’une irrationnelle 
donnée x. | 


Concevons que la quantité x ait été réduite en frac- 
tion continue, puis qu'avec les réduites et les fractions 
intermédiaires on ait formé les deux séries, l’une crois- 
sante, l’autre décroissante, qui convergent toutes deux 
vers la valeur de x. 

Si le dénominateur Q, de l’une des réduites est égal à 
la limite donnée K, la fraction demandée sera la réduite 


P L . . . 
—; mais Je dis que, dans tous les cas, cette fraction fera 


ty 


partie de l’une des deux suites formées avec les fractions 

convergentes. En effet, s’il en était autrement, la fraction 
A6 k HAT. 

demandée à tomberait entre deux termes consécutifs 


Ris Le 
Sx1 SZ 





de l’une de ces deux suites ; mais alors B serait 


Pre « . Rz ° , = 
supérieur à Sg, la fraction 5. serait d’ailleurs plus appro- 


, A F 21 
chée de x que Fi et par conséquent cette dernière frac- 


tion ne satisferait pas à la condition requise. 

Donc, pour résoudre le problème proposé, 1l suffit de 
réduire l’irrationnelle x en fraction continue, de former 
la série des réduites de rang pair et celle des réduites de 
rang impair, avec les fractions intermédiaires correspon- 
dantes ; de prendre enfin dans chaque suite la fraction qui 
a le plus grand dénominateur au-dessous de la limite K. 
Les deux fractions que l’on obtient de cette manière com- 
prennent entre elles la quantité x, et elles fournissent les 
valeurs les plus approchées par défaut et par excès, de 
cette irrationnelle, quand on exclut les fractions dont 
le dénominateur est supérieur à K. 


nn. st 


1 héhé 
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On voit que la réduction en fraction continue doit 
être employée toutes les fois qu’il est question d’expri- 
mer par les fractions les plus simples et les plus ap- 
prochées qu'il est possible, soit la valeur d’une irra- 
uonnelle, soit celle du rapport de deux nombres entiers 
très-grands, 


Théorème de Lejeune-Dirichlet. 


12. La théorie des fractions continues nous a révélé 


: ; Re à , P ; 
l'existence d’une infinité de fractions —" susceptibles d’ex- 


ñ 


LL L2 L] 2 Lt ï Lt 
primer la valeur d’une irrationnelle donnée x, à — près. 
n 


Ce fait si remarquable peut être établi directement pat 
un procédé ingénieux dû à l’illustre géomètre allemand 
Lejeune-Dirichlet. 

Le théorème que nous nous proposons d’établir peut 
être énoncé dans les termes suivants : 


Taéorëme. — Dans la série des fractions qui ont pour 
dénominateurs les nombres 1, 2,3,...,n,ilenexisteau 
moins une de dénominateur v qui diffère d’une quantité 


. I r x ? . 
moindre que — ; par défaut ou par excès, d’une irra- 
y 
tionnelle donnée x. 


Représentons par m, le nombre entier immédiatement 
supérieur à vx, et considérons la suite des quantités 


MT, M—2%X, My IX, ue, Mn nt, 


qui seront toutes moindres que l’unité. S1 l’on était as- 
suré que l’un au moins des produits 


nim—x), n(m—2x), n(m;—3x), ..., n(m,—nx) 


eût pour partie entière zéro, le théorème serait démontré, 
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car on aurait, par exemple, 
n(m, — vx) 1, 
d’où 
I F2, I 
MVL tt ——r<—; 
1] v 
mais, s’il n’en est pas ainsi, comme ces parties entières 
ne peuvent être que 


à f HAED MARDI Vs ÊCL à à 


l'exclusion du nombre zéro exige que l’une d’elles soit 
la même dans deux produits différents. Soient donc 


n(m,— vx) = E + €, 
nim—px) =E +n, 


E désignant un entier, & et n étant des quantités posi- 
tives inférieures à 1. Si l’on retranche ces égalités l’une 
de l’autre, 1l vient 
aU(m— m0) — (9 = p}e le en 

d'où 

My —\m E — y 

PO VU PSE AS TRAARe 

VE F 7 (v PTE p) 

On peut supposer que » soit le plus grand des nombres v 
et; la différence v—y de deux nombres inférieurs à » 
est elle-même moindre que n; enfin la valeur absolue 
de e — n est inférieure à 1. Le théorème énoncé résulte 
donc de la formule précédente, puisque celle-ci montre 
que la valeur absolue de la différence 


m, — LUN 


P'Rseate 


ed hi 


Er 2 ù ï 
est inférieure à ————:. 


n(v—p#) 
Dans ce qu’on vient d'établir, le nombre 7 est quel- 


conque, En le faisant croître indéfiniment on voit la pos- 


5 épis 
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sibilité d'obtenir une suite infinie de fractions conver- 
gentes vers la valeur de x, telles que l’erreur par défaut 
ou par excès relative à chacune d’elles soit moindre que 
l'unité divisée par le carré du dénominateur; car, dans 


1 . I . \ # 9 ra ’ LA « 
expression — indiquée par l'énoncé du théorème, » est 
LA 


au plus égal à 2: cette limite sera donc en général 
le) , 


I 


moindre que —: 
Vv 


Résolution d’une équation du premier degré à deux 
inconnues, en nombres entiers, par la méthode des 
fractions continues. 


13. Considérons l'équation 
Pz+Qy=H, 


dans laquelle P,Q, H sont des nombres entiers positifs ou 
négatifs. Comme on peut supposer que ces trois nombres 
n'ont aucun diviseur commun, l'équation proposée ne 
pourra évidemment être satisfaite par des valeurs entières 
de x et de y que si les coefficients P et Q sont premiers 
entre eux. Supposons que cette condition soit remplie ; ré- 


L : P k = s 
duisons la fraction + Q en fraction continue, et calculons 


! 


“AE Arr a : 
les réduites successives. Si — désigne l’avant-dernière ré- 


Q 
 (PQ' -- QP') — 1; 


duite, on aura 


d’où 
P(+Q'H) + Q(—P’ H) =H, 


ce qui montre que l'équation proposée sera satisfaite en 


posant 
Des: SE ses ea à 


Désignons par x, et y, ces valeurs des indéterminées x 
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et y, l'équation proposée pourræse mettre sous la forme 


Pr +Qr=Pr+Q M 
ou 


Pix — x 
rnee deal 


et, comme les nombres P et Q sont premiers entre eux, 
les quantités x et y ne seront entières que si x — Xo est 
divisible par Q. On aura donc, en désignant par 8 le 
quotient de cette division, 


x=t+0Q, 7-71 —0P, 
c'est-à-dire 
tr OH PQ NY = TPHEE0P; 


ces valeurs satisfont à l'équation proposée, quel que soit 
l’entier positif ou négatif 0. 

Il faut remarquer que la valeur absolue de x sera infé- 
rieure à Q si l’on prend pour @ l’un des deux entiers con- 
sécutifs entre lesquels est comprise la fraction positive ou 


| +: 


négative Æ <—; on peut même ajouter que l’une de ces 


Q 


deux valeurs de 4 donnera à x une valeur absolue infé- 


- A I f \ © L3 . 
rieure à — Q. [résulte de là qu'ilexiste une valeur unique 
2 


a! } I I 
de x entre les limites zéro et Q ou — = Q et + " Q, pour 
laquelle l'expression 
Pz—H 
Q 


se réduit à un nombre entier. 
L'équation dont nous venons de nous occuper peut 
s’écrire de la manière suivante : 


a # 
ai 


©|S 


H 
PQ 
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! : H À : 
et l’on voit que toute fraction Po” dont le dénomina- 


teur est le produit de deux nombres P et Q premiers 
entre eux, peut se décomposer en deux autres fractions 
ayant respectivement pour deénominateurs les nombres 


P et Q. 


Théorème relatif à la réduction des fractions 
rationnelles en fractions continues. 
| , ; P ": 
44. Considérons une fraction rationnelle ni] supérieure 


à 1, et supposons qu’en la réduisant en fraction conti- 
nue on ait trouvé 








() P Fe: 1 
vi == )(/ nr 
Q I 
F; DORA NRRERTE 
de +. I 
Re 
An—1 
# ie Abu pe P, 
la dernière des réduites successives —, ==, ..., =? sera 
Q, Q; Q 
’ \ P 1 LA 
égale à Q’ et l’avant-dernière aura pour valeur 
ps ï 
(2) pus = à —- 
0 I 
ai + 
a+. ï 
SES . 
Æn—9 


D'un autre côté, on a 


Hr — 155 An + Pa Q» — Qi An + qe 
Pret == Ad | An—2 + He qe = Q73a,21 # Qxss 


1 24 Ps de ET Q; = Q:4, + Q:, 
LE EE em Q —Qa; + Qc 


ER MERS M Qi MQ = 0; 
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ces formules donnent 











P I 
(3) P — — An + 
n—1 a ; We I 
ñn— 
An-3 +. I 
+ 
I 
de + : 
da + —, 
I 
Fa RSR ERN 
oo a te î 
n—2 
An—3 FT. I 
pr I 
4Æ) + ee 
di 


On voit que les quotients de la fraction continue (3) 
sont précisément ceux de la fraction (1) pris dans un 
ordre inverse; la fraction (4) est l’avant-dernière ré- 
duite de la fraction continue (3). 

Il résulte de là que, si l’on a 


(5 ] Pr = Qu 


mais seulement dans ce cas, les fractions (1) et (3) se- 
ront égales entre elles et la suite des quotients 


dy js lg, 5 An-9, Ans 


sera réciproque, C'est-à-dire que les termes extrêmes se- 
ront égaux entre eux, ainsi que deux termes quelconques 
pris à égale distance des extrêmes. Comme on a 


(6) PQ Peer 
la condition (5) équivaut à 


(7) P,0220; (7) ou 6, Vénus 


P- 


2 


et elle exprime que l’on a 


Or 
(8) 5 — —=un nombre entier, 


| 
, 
| 
{ 
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Réciproquement, si les nombres entiers P et Q << P sa- 
üsfont à la condition (8), on peut être assuré que la frac- 


L2 P 0 ° » . 
tion n se réduira en une fraction continue dans laquelle 
les quotients formeront une suite réciproque. 


à Ts : 4 1 
En effet, réduisons la fraction — en fraction continue, 


Q 


en nous arrangeant de manière que le nombre des quo- 
Uents soit pair ou impair, suivant que le signe ambigu + 
exprime + ou — dans la formule (8). Alors, en désignant 
par z le nombre de ces quotients et par Q’ la valeur du 
premier membre de la formule (8), on aura 


P,Q — REA ot à 


a à , ’ Le : ’ L] fe P 
21 étant la réduite qui précède -* ou —; la for- 


TU n 


mule (6) a lieu, et, en la retranchant de la précédente, 
il vient 


mais 





P,(Q' “à 4 Qh1) 7 Q;(Q> vi PP; ] , 


comme P, doit diviser le second membre de cette formule, 
et que ce nombre est premier avec Q,, il doit diviser 
Qx— Ph_,; cette différence étant inférieure à P,, elle doit 
être nulle, et l’on a 


pee Q»; QG — Q' . 


La première de ces égalités démontre la proposition que 
nous avions en vue. 


15. Les résultats qui précèdent nous seront utiles plus 
tard; mais 1l n’est pas sans intérêt de montrer dès à pré- 
sent comment on peut en Urer une démonstration fort 
simple d’une proposition importante dans l'Arithmétique 
supérieure. Cette proposition est la suivante : 


THÉORÈME. — 7 out nombre entier qui divise la somme 
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de deux carrées premiers entre eux est lui-méme la somme 
de deux carrés. 

En effet supposons que le nombre entier P divise la 


somme R2+S?2 RetS étant des entiers premiers entre 


; À 4 . R J J 
eux. Si l’on réduit la fraction ç en fraction continue et que 
des Re réduite qui préc de 
on désigne par la ré e qui précède <> on aur 
RS'— SR'——+:; 


en outre, le nombre P divisant R?2-+ S?, il divisera le 
produit 


(R2+ $)(R2+ $2) — (RR'+SS'}?+ (RS — SR}; 
il divisera donc, quel que soit K,, la somme de deux carrés 
(RR'+ SS'— KP }?+ (RS'— SR}; 


or le second de ces carrés est 1; quant au premier, il est 
le carré d’un nombre Q qu’on peut supposer inférieur à P, 


: 3 PRIT ED RS CR 
et même, si l’on veut, inférieur à —; à cause de l’indéter- 
s} 


DA 


minée K. Il résulte donc de notre hypothèse qu’on peut 
trouver un nombre Q inférieur à P, tel que l’on ait 


QE 


— entier. 
P 


| AN MORE “DR ; 
Cela posé, réduisons la fraction — en fraction continue, 


Q 


en opérant de manière que le nombre des quotients soit 
pair. D’après la proposition établie plus haut, la suite de 
ces quotients sera réciproque et elle pourra être repré- 
sentée par 


dy js gg 07 Amis ypis 9 95 jy A 





NVRMELES à 
La (re +1)""réduite = embrasse les quotients dela pre- 
mt 
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. vis ss é . : P tr 
mière moitié de cette suite, et, si l’on désigne par =" la 


KA 
réduite précédente, par x» le quotient complet de rang 
m + 1, On aura 

B pub Prtm ir Pt : 


Q 3 QuTm + Qm-1 k 
mais le quotient complet x,, est égal à 


Ï 


Zyn—°2 ">. : 


I 
re 
a 


Me 


pe donc on a 
m1 





et cette fraction n’est autre chose que 


E "Fu BE Lan ER? 
Q pe: Q> Hg Dre QE 


Il est évident que le second membre de cette formule 
est une fraction irréductible, D'ailleurs on s’en assure 
immédiatement en remarquant que la différence 


By ie Q ni Pi Qui ) St (6 pe RE +“ Pre) 
a pour valeur 


Pr JPA Es (AH PRLE = ( CAR Le Pr ; 


un facteur commun aux deux termes de la fraction dont 
il s’agit diviserait donc P,_,; mais alors il diviserait 
‘aussi P,, ce qui est impossible, puisque P,, et P,,_, 
sont premiers entre eux. D’après cela, la formule que 
nous avons obtenue donnera 


Re be, je 1 Es 
Q Ed Ph 0e a TE Qt 


Non-seulement la première de ces égalités démontre le 
S.— Alg. sup., X. 3 
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théorème énoncé, mais encore elle fait connaître les deux 
carrés dans lesquels le nombre P peut être partagé et 


Condition pour que les fractions continues qui repré- 
sentent deux irrationnelles soient terminées par Les 
mêmes quotients. 


46. Si deux irrationnelles positives x et x’ sont telles, 
que les fractions continues dans lesquelles elles se déve- 
loppent aient un même quotient complet y, on aura, 
par les propriétés des fractions continues, 


+ Pyr+P HR 
(1) LE sr = —; 
GEO Sy + S 


P, Q, P',... étant des entiers positifs qui satisfont aux 
deux conditions 


PQ — QP'=—+Hr, RS'— SR'——+1, 
Si l’on élimine y entre les équations (1), on trouvera 
} Ar "0 
D 
as D! 
en posant 
a OR ROUE RP ph. 
DEN OST SON FEES PEL DS 
et l’on déduit de ces dernières formules 
ab" — ba'— (PQ — QP')(RS — SR')—=—+E1 


Donc, pour que deux irrationnelles positives x et x 
puissent se développer en des fractions continues susCep- 
tibles d’étre terminées par des quotients complets égaux 





(*) J'ai donné pour ia première fois cette démonstration dans un 
article qui fait partie du tome XIII du Journal de Mathématiques pures 
ct appliquées (1'° série). 


2 
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entre eux, il faut qu'elles soient liées l’une à l’autre 
par une équation de la forme 


ax + b 
ax + b'? 


! 
:) ARE 


= 
MN 


où a, b u’, b' désignent des entiers positifs ou négatifs 
qui satisfont à la condition 


(3) ADI DAT, 
Je dis maintenant que cette condition est suffisante. En 


AA ; ; ET 12. 

effet, réduisons x en fraction continue, désignons par 0 
P' 

une réduite aussi éloignée qu’on voudra, par G la réduite 

précédente, et par y le quotient complet qui répond à la 


PES p 
réduite —; on aura 


Q 
Py + P' 
TZ = — ; 
(4) Qy ar Q 
et, en substituant cette valeur de x dans l'équation (3), 
il viendra 
, (aP + bQ)r + (aP'+bQ) 
FETES 


(a 'P+0'Q}r + (a P'+ bQ) 


Cela posé, quels que soient les signes des nombres a, b, 
a, b', les rapports 





P cru b gl b' 
aP + 6Q Q'Quua Die HO re QQ x 
! CA ! FT p' b Fra L' )' P' 
DR 2Q x .Q SOMEL a CRC LES 
Q a Q a 
sont positifs et Ni va à à car on a Q > Q'et l’on 
peut supposer les Le 6° Z assez éloignées pour que 


leur différencesoit plus petite qu’ une quantité quelconque 


36 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


donnée. D'ailleurs y et x’ sont positives ; donc la valeur 
précédente de x’ est de la forme 


(5) = 
R, R', S, S’ étant des nombres entiers positifs tels que 
RER SE 
D'ailleurs ces nombres ont respectivement pour valeurs 
R=+ (aP +6Q), R'—+E(aP +8Q'), 
S—+(aP+6Q), S'=Æ+(ap+8Q'), 
les signes supérieurs ou inférieurs devant être pris en- 
semble. On déduit de là 
RS'— SR'—Æ (ab! — ba')\[PQ' — QP'); 
on a d’ailleurs | 
PQ'—QP'—=—Er et ab'— ba '—trx, 
donc 


(6} RS'— SR'— Hi. 


; 4 ; ; R ; ; 
Réduisons maintenant la fraction ; en fraction conti- 


. R . s 14 - 
nue et soit l’avant-dernière réduite ; comme le calcul 
0 


n ; as RUES ; 
peut être fait de manière que gs Soit à volonté de rang 
0 


pair ou de rang impair, on peut écrire 
RS, ee SR, TE Ge I , 


le signe du second membre étant ici le même que dans 
la formule (6). Et alors, à cause de cette formule (6), 
l'égalité précédente donnera 


R(S' —S)—S(R'— Ro); 
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or le nombre R est premier avec S, etil surpasse R°—R,, 
différence de deux nombres inférieurs à R ; il faut donc 
que l’on ait 

Hi IS 9 


On voit enfin par la formule (5), que y est un quotient 
complet commun à æ et à +. 


Remarque. — Nous avons supposé les quantités x et x’ 
positives, mais rien n'empêche de les supposer négatives. 
En effet, si l’on change x en —x ou x’ en —x", la for- 
mule (3) restera la même; seulement quelques-uns des 
coefficients changeront de signe sans cesser de satisfaire 
à la condition (4). Au surplus, dans le développement 
d'une irrationnelle en fraction continue, on n’a à s’oc- 
cuper que de la valeur absolue de cette irrationnelle, 
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CHAPITRE IL. 
DES FRACTIONS CONTINUES PÉRIODIQUES. 


Développement des irrationnelles du deuxième degré 
en fraction continue. 


17. On nomme irrationnelle du deuxième degré toute 
quantité irrationnelle qui est racine d’une équation du 
deuxième degré à coefficients rationnels. Il est évident 
qu'on peut préparer une telle équation de manière que 
les coefficients soient des nombres entiers ; 1l est même 
permis de supposer que le coefficient de la première puis- 
sance de l’inconnue soit un nombre pair, car on ramène 
le cas contraire à celui-là, en multipliant l'équation par 2. 

Soit, en conséquence, 


Lr'—2Mrx<+N—=o 


une équation du deuxième degré dans laquelle les coeffi- 
cients L M, N sont des entiers positifs ou négatifs tels, 


que la quantité 
M? — LN = A, 


supposée positive, ne soit pas un carré exact. Les racines 
de cette équation seront représentées par l'expression 


EM + VA 
TUE 


le radical WA étant pris positivement, et le signe am- 
bigu + devant être remplacé successivement par + et 
par — tant au numérateur qu’au dénominateur ; mais, 
comme nous ne voulons considérer que les valeurs abso- 
lues des racines nous donnerons au dénominateur de 


ver 
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, 0] a 12 , . . \ j. a. 
l'expression précédente le signe qui rend cette expres 
sion positive. Alors, si l’on pose 


DRE EURNRE E TM 


puis que l’on désigne par D_, la valeur de N prise avec 
un signe tel que LN —=—D_,D, toute irrationnelle du 
deuxième degré prise positivement pourra être repré- 
sentée par la formule 


E + VA 
(1) r= 0, 


dans laquelle E et D sont des entiers positifs ou négatifs 
et À un enter dont la racine carrée est irrationnelle. 
En outre, on aura 


(2) E+D_, D —=A, 


D_, étant un nombre entier positif ou négatif. 


18. Cela posé, nous nous proposons de développer en 
fraction continue l’irrationnelle définie par la formule (1). 

Après avoir déterminé la racine du plus grand carré 
entier contenu dans À, on aura immédiatement, par la 
division le plus grand entier a contenu dans x ; alors 
on fera, conformément à ia méthode générale, 


T= A+ —3 
Ty 


et le nouveau quotient x, sera donné par la formule 


D . 
— (Da — E) + VA” 


LL) — 


si l’on multiplie les deux termes de cette expression par 
(Da—E)+ A afin de rendre le dénominateur ra- 
tionnel elle prendra la forme 
E, + A 

DA 


Ti — 
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E, et D, désignant des nombres rationnels. On opérera 
sur æ, Comme on a fait sur x, et ainsi de suite ; en sorte 
qu'on obtiendra successivement les formules suivantes: 





Ve E + VA CL. —— En 
D Ti 
E, + VA AE 
LV ——— EE aa 
; D, } EM 
CRC 
E, + VA SA I 
Lo ————— ZE À 
à D} î L'n+1 À 


ete... 6e. 00... +. ° ] 


qui sont toutes semblables à la proposée, car on va voir 
que les nombres rationnels E,, D, sont toujours des 
entiers. La valeur de x,_, est 


Pé : E,,_ —- VA ae | 
dE D 
et l’on en tire 
TX. — D,-1 EL D, [(D,- An—1 — En | + VAT 
DE © Û Û  Û E —————————— ——————— 
var DIS Œn—1 PRET En ) —+ VA À Er (D, Œn—1 RE EL, j 


alors on aura, d’après nos notations, 


ee RUN PE 2 
(3) D Pre te, 
(4) ED; ia, si Er 
d’où 
(5) E:+D,,D,=— A; 


cette formule (5) subsistera pour 2 — 0, si l’on convient 
que D, et E, représentent D et E respectivement, quand 
l'indice n est nul; car, dans ce cas, les formules (2) 
et (5) coïncident. La formule (5) ayant lieu quel que 
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soit z, on peut, dans la formule (3), remplacer À par 
E_,+D, :D,_,, et il vient alors 


(6) DD er 2kr nai D, 14; 1; 


enfin, en remplaçant D,_, par la valeur tirée de la for- 
mule (4), on obtient 


(7) D,= D, + (Eu il ) An—1 ° 


Les formules (4) et (7) subsistent, d’après ce qu'on 
vient de dire, quand on suppose x — 1. Elles contiennent 
la loi de formation des quotients complets x,, et elles 
montrent que, si les nombres D,_», E,_,, D,_, sont en- 
tiers, les nombres E, et D, seront aussi entiers. Or, 
par hypothèse, D_,, E, D sont des nombres entiers : 
donc E, et D, seront eux-mêmes des entiers, ainsi que E: 
et D;,..., E, et D,. Les formules (4) et (7) montrent 
encore que, si D_, et D sont pairs et que E soit im- 
pair, tous les nombres D, seront pairs, tandis que les 
nombres E, seront impairs. 


Remarque. — Il convient de remarquer que les trois 
nombres entiers D,_,, E,, D, ne peuvent avoir un divi- 
seur commun © supérieur à l'unité. En effet, si un tel 
diviseur existe, il divisera E,_, à cause de la formule (4) 
et D,_: à cause de la formule (7}; il sera donc un divi- 
seur commun des trois nombres D,_+, Eh_1, Dy_1. On 
en conclura de même qu'il est diviseur commun à D,_, 
E,_, D,_, et ainsi de suite. Le nombre 8 sera donc un 
diviseur commun à D_,,E, D, et, par suite, À aura le 
diviseur @, Or on peut toujours admettre qu'il n’en est 


+VA E 


pas ainsi; car, si, dans l’expression proposée un 


et D sont divisibles par 8 A par @?, rien n'empêche de 
supprimer ce facteur. 
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19. On retrouve les Mes qui précèdent par la 


considération des réduites. et Sun (nr se 1e réduite 


Q 


de la fraction continue égale TC OIONSA 


D E, P; ln a Le Py-1 
Q;z; + Q»-1 


ou 
E WAVE NP E PP NDS ICE PAU 
D (Q, E; TL AAA D, ce Q: /A 
si l’on chasse les dénominateurs et que l’on égale en- 
suite de part et d’autre les parties rationnelles et les 
parües irrationnelles, 1l viendra 


(8) Q» E, a (0 pr D, — DP, Es ; EQ,, 
(9) (DP, — EQ, E, + (DP,:4 rRQiu )D, rs AQ: 


En résolvant ces équations (8) et (9) par rapport à E, 
et D,, et en faisant usage de la relation 


P, Qr vi Q» D Tes ( cn 2. 1 


on trouve 





(10) E, — = }" [AQu1Qu—(DP, 1 —EQ;)(DPa—EQh)], 





qu) D, = ET t(pP, — EQ,)— AG): 


il est évident que la quantité entre crochets, dans l’ex- 
pression de E, ou de D,, se compose de termes qui con- 
tiennent D en facteur, et d’un terme multiplié par le 
nombre À —E? qui est divisible par D. Donc les for- 
mules (10) et (11) montrent que E, et D, sont des en- 
tiers, ce que nous savions déjà; mais elles vont aussi 
nous conduire à un autre résultat fort important. 

Je dis effectivement que, si 2 est supérieur à une cer- 
taine limite les entiers E, et D, seront toujours positifs. 
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La formule (x 1) démontre immédiatement ce fait à l'égard 
de D,; en effet, on peut l'écrire comme il suit: 


nerf E)urn(e HE] 


PAGE 4e VA: P 
or, d’une part, le facteur =" — E VA ou — —x a le 
2 D 7 
signe de (—1)*, et d’autre part, comme cette différence 
peut devenir aussi petite que l’on veut, en prenant # suf- 


fisamment grand, le dernier facteur de notre expression 


de D, approchera autant que l’on voudra de 2 VA, et 
il sera, en conséquence, positif pour toutes les valeurs 
de x supérieures à une certaine limite ; donc aussi D, 
sera positif. 

On pourrait établir la même propriété à l'égard de E, 
en se servant de la formule (16), mais il est plus simple 
de partir de l’équation (8). Celle-ci donne 


== D, pa 
(D Wa ie E)—E, 
Q, L12 


et, en divisant par 
Drxn = VA+E,, 


P 
DES E QE 
077 ( QE k 


(12 _ se 
Q» ln VA + E, 
Pour les valeurs de 7 supérieures à une certaine limite, 
P 1-3 Ne j 
(D 0, 4] ) différera de A d’une quantité plus petite 
LA 


qu'une quantité donnée quelconque : il en résulte que 

le nombre entier E, ne pourra pas être négatif; car, si 
b P 5 

cela arrivait, le second membre de la formule précédente 

serait plus grand que 1, et il ne pourrait être égal au 

premier membre, lequel est évidemment inférieur à 1. 
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Si donc, pour quelques-unes des premières valeurs 
de 7, 0, 1, 2,..., les nombres D, et E, peuvent êtré 
négatifs, cette circonstance ne pourra plus se présenter 
dès que 7 aura atteint une certaine limite. 


20. Nous pouvons maintenant établir la proposition 
suivante due à Lagrange : 


FHéorEme Î. — La fraction continue, dans laquelle 
se développe une irrationnelle du deuxième degré, est 
périodique, c'est-à-dire que la série des quotients com- 
plets ou incomplets, à partir de celui qui occupe un cer- 
tain rang, est formée d'une suite limitée de termes ou 
période qui se reproduit indéfiniment la méme. 


En effet, soit l’irrationnelle du deuxième degré 


E 2 VA 
(1) r= 1, 


que nous supposerons positive ; le nombre A est un en- 
ter dont la valeur est donnée par la formule 


et D_,, FE, D sont des entiers positifs ou négatifs. 


Si 


(3) 7. — Ent VA 


LARGES D, 


désigne généralement le quotient complet de rang 7 + 1, 
et que &, soit le quotient incomplet correspondant, on 
aura par ce qui précède, 


(4) [Wa + DD RES A 
et 


(5) E, Fr me | DEEE — D; Ans 
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en outre, nous savons que E, et D, sont des entiers et que, 
pour les valeurs de 7 supérieures à une certaine limite, 
ces mêmes nombres sont positifs. Considérons le dévelop- 
pement en fraction continue, à partir de cette limite. 
La formule (4) montre qu'alors on a constamment 


Be VA ; 


la formule (5) nous donne ensuite, en écrivant z au lieu 
de 7 — 1, 


D, << 2 VA et an 2 VA. 


Ainsi lesnombres E,, D;, a, sont limités et les quotients 
complets x, ne peuvent avoir qu’un nombre fini de valeurs 
différentes. Donc, après un nombre d'opérations plus ou 
moins grand, mais qui ne peut excéder 2 ÿA >< VA ou A, 
on retombera nécessairement sur un quotient complet 
déjà obtenu ; après quoi le reste de la série des quotients 
complets ou incomplets sera formé d’une même suite ou 
période de termes déjà trouvés, laquelle se répétera in- 
définiment. 

Il convient de remarquer que la relation (4) donne 
D,_,D,<A, et l’on aurait de même, en changeant » 


en 7 —1, Dy_2Dy_1 A. Si donc on a 
D,-: = VA, 


on aura 


DEA et D, < YA; 


d’où 1l résulte que, sile dénominateur d’un quotient com- 
plet est supérieur à VA, le dénominateur du quotient 
précédent et celui du quotient suivant sont l’un et l’autre 
inférieurs à VA. 

La démonstration précédente repose sur ce seul fait 
que D, est positif pour les valeurs de 7 supérieures à une 
certaine limite; elle subsisterait donc lors même que 
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nous n’aurions pas établi que E, est également positif 
pour des valeurs de 7 suffisamment grandes. Enfin 1l est 
évident que, si x, est le quotient complet qui commence 
la première période, les deux nombres E, et D, seront 
nécessairement positifs à partir de la valeur 7 = ». 


21. Taéorëme Il. — Reciproquement, toute quantité 
qui se développe en une fraction continue périodique 
est une irrationnelle du deuxième degré. 


En effet, considérons une irrationnelle x qui se déve- 


N ; PRETÉS : 15 
loppe en une fraction continue périodique ; soient = la 


Q; 


réduite de rang 2 +1 et x, le quotient complet corres- 
pondant, on aura 


Prrx + Pr 
(1) D TE IST NRA ES 
Qrrr Lo 
S1 la fraction continue est périodique simple, c’est-à-dire 
si la période commence au premier quotient et que cette 


période ait À termes, on aura 
Tr — ZT; 


alors la formule (1) donnera 


PPrcet Ps 
MIO O0 
ou 
(2) QE PS0 REP, — 0 


x est donc racine d’une équation du deuxième degre à 
coefficients entiers. Il faut remarquer que le nombre 
peut être égal à r, et que, dans ce cas, on a P4_, = 1, 
Qx: Sa 

Si la fraction continue proposée est périodique mixte, 
c’est-à-dire s1 la période ne, commence qu'à partir du 
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quotient de rang »2+-1 etque cette période ait À termes 


on aura 

Qurm + Qi Qt naret Or 
avec 
(4) Lm+k— Ts 


chacun des nombres m et k pouvant être égal à 1. Si 
l’on résout par rapport à x» et Xm4+x les deux équations 
comprises dans la formule (3), puis qu’on égale entre 
elles les valeurs obtenues, on aura 


Qt a: Pr pi le Qi rues Pts 
D To 
Pr— QnT Pt — Qn+rt 


équation qu’on peut mettre sous la forme 
(5) Lr?—2Mzr+N—=o, 


en posant, pour abréger 


4e 2 OP Ori 8,7 Or , 


(6) ile Le Pris —Q»  nES Re 2er PEN QAR QE , 
Ne Det Ro NS rs Dpt . 


On voit donc que x est encore dans ce cas, l’une des 
racines d’une équation du deuxième degré à coefficients 


entiers. 


CorozLarre. — L’équation du deuxième degré à coef- 
ficients rationnels, à laquelle satisfait une fraction con- 
tinue périodique donnée, a ses deux racines de signes 
contraires si la fraction continue est périodique simple, 
et elle a toujours ses racines de méme signe lorsque, la 
fraction continue étant périodique nüxte, il y a plu- 
sieurs termes avant la période. 


En effet, s’il s’agit d'une fraction périodique simple 
x, l'équation (2) à laquelle cette quantité doit satis- 
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faire a évidemment ses racines de signes contraires. 

Sil’irrationnelle x se réduit en une fraction périodique 
mixte, elle satisfera à une équation telle que (5), dans la- 
quelle le produit des racines est, d’après la formule (6), 


N Buts, Py1 Pm+x ds Ph Ph+x-1 , 
L O7 Qc v + LR one 


Supposons qu'il n’y ait qu’un seul quotient & avant 
la période, on aura 


144 Rome PNB à pes Lo à A Le 020 07 


et, par suite, 

None aP;. 

1720 ON 
ce rapport peut être positif ou négatif; donc, dans ce cas, 
les racines de lPéquation (5) peuvent avoir le même 
signe ou des signes contraires. 

Supposons maintenant qu'il y ait plusieurs quotients 

avant la période, et soient a»_1, am:r_1 les quotients 
incomplets de rang m et de rang m + k; on aura 


Pr=ln108m1t Ps 0 Prrr= P +21 Am+k1+ Prier 


On LÔ Pal MN Qu) Qn+x— Q+r1 Am+k—1T Qyntre 


ET s ARE, N : 
au moyen de quoi l'expression générale de L devient 


(amer mi ant) « (E Exit 
+ —1 Par 


Qi ue o =) 


N PA line 622 


P Mm+k—2 P _ 
L ‘F ar Qt 


En+k—1 — Am—1 ) Ans AVE 
Qu OU 
La différence ay»4x_1—am_1 n’est pasnulle, car autrement 
la période commencerait un rang plus tôt qu'on ne l’a 
supposé ; d’ailleursle deuxième facteur du second membre 
de la formule précédente est une fraction dont chaque 
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terme s’obtient en ajoutant une quantité positive ou né- 

gative, mais fractionnaire, à l’entier am4x_1 —@m_1; donc 

le facteur dont il s’acit est positif, et il en est de même 
5 , 


N . 4 , e 
du rapport TL; ce qui achève la démonstration de la pro- 


position énoncée. 


22. Taéorème II. — Les périodes des quotients in- 
complets, dans les fractions continues qui expriment les 
racines irrationnelles d’une équation du deuxième de- 
gré à coefficients entiers, sont inverses l’une de l’autre, 

? « . 0 » 
c’est-à-dire que Les quotients dont se compose l’une des 
périodes sont précisément ceux de l'autre période dis- 
posés dans un ordre inverse. 


Supposons d’abord que l’une des racines de l'équation 
proposée se développe en une fraction continue pério- 
dique simple. On peut admettre que cette racine x est po- 
sitive et supérieure à Fr, car on ramènerait le cas con- 


; , nv 1 
traire à celui-là en changeant x en — x ou en # -. 


, P ,» , , , 2 
Cela posé, — représentant généralement la réduite de 


nm 


rang ñ + 1,et x, le quotient complet correspondant, on a 


ni HT 
A NV Es, 
P; — Qyxr 


S1 k exprime le nombre des quotients contenus dans 


IST ARTE 
RS RU EU DE 
Qxrr + Qri 


la période, on reproduira l’équation dont x est racine en 
remplaçant xx par x dans l’une ou l’autre des formules 
précédentes; cette équation peut donc se mettre sous la 


forme 
Qui — Pys 
Pr — Qx 


des 


. 72 I L2 \ . L2 N 
et, sil’on représente par — — sa deuxième racine, qui est 
TL 


S., Alg. sup. — L 4 


So COURS D’ALGÈEBRE SUPÉRIEURE; 
négative, On aura 


CAMP ÉD 


VE — Share non 
PAU En Ce Q2 





P ’ 14 Ë « e P à P 
Or, £ étant supérieure à 1, on sait (n°14) que Len 
Qz Qurh PEN 
se développent en des fractions continues formées des 
Qz 





mêmes quotients ,mais en ordre inverse; en outre, 


Qx1 
est l’avant-dernière réduite de la fraction continue égale 
L'UDpu EE TE NERO AU à | w 
pan donc x’ est égale à une fraction continue pério- 
dique simple, dans laquelle la période est inverse de celle 
de x. 

Considérons en second lieu le cas où les racines de 
l'équation proposée se développent en des fractions pé- 
riodiques mixtes. Soit x l’une de ces racines ; nous pou- 
vons supposer x positive, et, si la période commence au 
quotient de rang m +1, on aura 


Dee Ph Lm + Py-1 7 
TH 2 

0 ln ES 0 
la quantité x, est supérieure à 1, et elle est exprimable 
par une fraction périodique simple; elle est donc racine 
d’une équation du deuxième degré, dans laquelle la se- 


I 
conde racine — —-.est telle que les fractions continues 
T 


nt 


x, et Xm aient des périodes inverses. D’après cela, on 
obtiendra la seconde racine x’ de l'équation proposée en 


I L4 LA 
remplaçant x} par — —- dans la formule précédente; on 
Ln 


a ainsi 
! 
(RSR RENE rm à P 


m 
LE ——— 0. 
SELF _ ie Q» 


QT 
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Or, à cause de l'égalité 
Pr Qut 7 QnPri = (— Li, 


les fractions continues x’ et x, se terminent par les 
mêmes quotients (n° 16); d’ailleurs, dans une fraction 
continue périodique, on est libre de faire commencer la 
période à l’un quelconque des quotients qui viennent 
après la partie réellement non périodique; donc on peut 
considérer comme inverses l’une de l’autre les périodes 
des fractions continues x et x". Mais 1l faut bien remar- 
quer que ce n’est qu'en entendant les choses de cette ma- 
nière que le théorème énoncé est exact. 


23. Taéorëme IV. — La période de la suite formée 
par les numérateurs ou par les dénominateurs des quo- 
tients complets relatifs à l’une des racines irrationnelles 
d’une équation du deuxième degré à coefficients entiers 
est inverse de la période analogue qui se rapporte à la 
deuxième racine. 


En effet, d’après ce qui précède, les périodes des quo- 
üients incomplets, relatives aux deux racines, peuvent 
être représentées par 


(1) a, di, LE .…., y 95 A1; 
(2) A9 y: 93 ..., da di; «, 
Soient 
T; 19 Taj T9 T }_19 
{ AU f ! n 
ER 0 Lorie DE TE, 


les quotients complets qui répondent respectivement aux 
quotients incomplets (r) et (2). 

Si x désigne un entier quelconque compris entre zéro 
et £, on peut regarder la suite 


Ans ln+1) ..., Apt a, di, .. y 


LIBRARY 
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comme étant la période des quotients incomplets de la 
première racine, et cette période sera en même temps 
celle que fournira le développement du quotient com- 
plet x». Pareillement, on peut prendre la suite 


An—1) An9s ve.) &;, a, As es An+19 ln 


pour la période de la deuxième racine, et cette même 
suite sera la période de la fraction continue égale au quo- 
tient complet x}_,. 

Cela posé, les irrationnelles x, et x;_, étant égales à 
des fractions continues périodiques simples, dans les- 
quelles les périodes sont inverses l’une de l’autre, x4, 


I 4 A 4 | 
et — — seront les racines d’une même équation du 
Th 


deuxième degré à coefficients entiers. Si donc on pose 


(3) Lo Fe ne va TR Ein + va, 
nÜs TNT OS GTI 
D, 6 DE» 


À, E,, D,, E4,, D;, étant des nombres entiers la 


I 


quantité x,_, sera égale à la valeur que prendra — — 


ln 


quand on aura changé le signe du radical VA ; en consé- 
quence, on a 
(4) k-n + VA E, — VA ve 
L Dee Dire 
les formules (3) subsistent pour 2—0 et pourr =, 
car on a xx =x et x}; —= x"; il en est de même à l’é- 
gard de la formule (4), pourvu que l’on supprime lin- 
dice o, quand les lettres D, E, D’, E’ sont affectées de 
cet indice. 

La formule (4) donne 


(5) LEPRE = E,, 


ô 


puis E+D,D; ,=A; mais, commeonaE;+D,.,D,=A, 
la précédente égalité se réduit à 


©t 
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(6) Dee = D, 


Les égalités (5) et (6) démontrent la proposition énen- 
cée; 1l en résulte que, si la période des quotients com- 
plets de l’une des racines est 


DRÉVA E, + VA _.. ErotVA Eyi+yA 
Fi NE ° LDD 9 , ÉD 0 , BD AS 9 


la période des quotients complets de la deuxième racine 
sera 


DÉVANDE EVA EP VAE VA 
(5) Re 0 ES LD... ND ce 


D; D; D, 


Comme les périodes (7) et (8) se répètent indéfini- 
ment, les termes qui viennent après ceux que nous venons 
d'écrire sont respectivement 


DÉPRASUNE EAU 
D ] 5 D; k 


et d’après la loi de formation des quotients complets, 


on aura 


Cette égalité montre que si les fractions continues aux- 
quelles se rapportent les périodes (7) et (8) ne sont pas 
périodiques simples, les dénominateurs des quotients 
complets qui termineront les parties non périodiques 
seront respectivement D;_, et D. Il résulte évidemment 
de cette remarque que la période des dénominateurs des 
quotients complets commence un rang plus tôt que la pé- 
riode des numérateurs des mêmes quotients. 
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24. APPLICATION A UN EXEMPLE. — On propose de dé- 
velopper en fraction continue les racines de l’équation 


2e 07252 7m 0; 


Les expressions des racines sont 





æ = 97 pe V 1008 pr mer Ve 1i WA. Vro93, 
54 me 


la racine du plus grand carré entier contenu dans 1093 
est 33. Voicile résumé du calcul de chaque racine, calcul 
qui repose sur l'emploi des deux formules 


Hu ms PEN / ET Qyus PRET 
DD; ( HA He) An—19 


établies au n° 18: 


Première racine. 


É507 
DS EAST ee 


, 


| 


Eu PE =05 07 AR = RO NEEC 
D; =18,, D, 26, D. TA DIS DER 


# 


(247 Es 2, 9 


Ï 


Œ3 — 1 a, nn: a ; 
les quotients incomplets sont donc 


DITS Mie 


Deuxième racine. 


Ts GE 
D tombe DA 
DELA 


45, EE 27, 205;) E=00 NEO 
D u4,,, D:—=66, D; 18... D" HONND NOIRE 





He 0: Ag — 2; A3 — 9, CET 
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les quotients incomplets sont donc 
EN 2 0 PUR le ste 


Pour que la période soit inverse de celle de la première 
racine, il faut la faire commencer au quatrième quotient. 


25. Taéorèue V. — Si a désigne la racine carrée du 
plus grand carré entier contenu dans un nombre entier 
donné À qui n'est pas un carré exact, l'irrationnelle VA 
se développe en une fraction continue périodique mixte 
dans laquelle la période commence immédiatement après 
le premier quotient. Le dernier terme de la période des 
quotients incomplets est égal à 2a, et les autres termes de 
cette période forment une suite symétrique dans laquelle 
deux termes également distants des extrémes sont égaux 
entre eux. Enfin les numeérateurs et les dénominateurs 
des quotients complets forment également des suites pé- 
riodiques dont les périodes sont symétriques. 


En effet la fraction continue égale à VA ne saurait être 
périodique simple, puisque les valeurs absolues des deux 





racines de l'équation x?— À — osontsupérieures à l’unité. 
D'ailleurs, ces racines étant de signes contraires, il ne 
peut y avoir qu’un seul quotient avant la première pé- 
riode, dans le développement de VA, d’après le corollaire 
du théorème IT. Il résulte de là que l’irrationnelle VA — a 
se développera en une fraction périodique simple, et la 
même chose aura lieu aussi à l'égard de VA + a, puisque 
ces deux quantités sont les racines d’une même équation 
du deuxième degré à coefficients entiers. Cela posé, soient 


ÉTALESC NON TR PEN NE TRE ES 


les quotients incomplets de la fraction continue égale à 


VA + a, la suite des quotients relatifs à VA — a sera, 
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d’après le théorème II, 


0 (ay, A2 vs 9 24) (ay 4) QC 


Mais du développement de VA + a on passe à celui de 
VA en retranchant a du premier quotient; pareillement 
on passe de VA — 4 à VA en ajoutant a au premier quo- 
tient; donc la suite des quotients incomplets dans le dé- 
veloppement de VA peut être représentée de l’une ou de 
l’autre des deux manières suivantes : 


a (ai Ne MA Ne eZ) At GE NES 


COR PAS UN ae 0) AA NP ENIERRE 


on voit que le dernier quotient de chaque période est 
égal à 2a, et que les quotients qui précèdent forment 
une suite 
A da, +, Aya, dy 
dans laquelle deux termes égalementéloignés des extrêmes 
sont égaux entre eux. 
D'après le théorème IV, si 


«a + VA E, —+- VA, E; — VA E,_ + VA 
1 D, k D; Dy;_ | 
est la suite des quotients complets relatifs à VA + a, Ja 


. I 
suite correspondante pour ———— sera 
A — a 

LhEVA | Era E VA E,+VA E, + VA 
ter — 9 ———_—_—————— . —— — ee mes CRC 

De, D 9 9 D, ? 1 ? 9 
il est évident que ces deux suites coïncideront si l’on 
efface le premier terme de la première suite; par consé- 
quent on a E, — a, et, dans chacune des deux suites, 


E», E;, .. E;-_1, 
D;, D>, D;, …. D; 
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les termes également éloignés des extrêmes sont égaux 
entre eux. Il suit de là que la période des quotients com- 


plets obtenus dans le développement de VA peut être re- 
présentée par 


ANS EVA E,+ VA DAS UT ETATS 
DENT De DIRES MED 


26. L'équation x? — À — 0, à laquelle se rapporte le 
théorème précédent, appartient à une classe d’équations 
remarquables qu'il est intéressant d'étudier. Nous nous 
proposerons, à ce sujet, la question suivante : 


Prosième. — 7Jrouver les équations du deuxième 
degré à coefficients rationnels dont les racines se déve- 
loppent en des fractions continues terminées par les 
mémes quotients. 


S1 x désigne l’une des racines d’une telle équation, 
l’autre racine (n° 15) devra être de la forme 


ax + b 


a, b, a’, b'étant des entiers positifs ou négatifs liés par 
la relation 


(1) TL OREEX 077 Menton el 16 
Cela posé, soit — P la somme des deux racines, on aura 


ax +0 


FE IT, Ni Ql 


| RATE ES 


ou 





: DD Pb +b 
x? + |P + ne CT + ———— —0, 


«a 


ce qui doit être l'équation demandée; mais, pour que la 
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somme des racines soit effectivement égale à —P, il faut 
que l’on ait 


après quoi la condition (1) donne 
Pres q | 
& ET 


1 
a 


b = — 


L'équation demandée est donc 


D 


19 


a ? 


RATE 
x? + Pr — PS + e) =. 
a 


P est une quantité rationnelle quelconque, a est un 
nombre entier quelconque, enfin a’ est un diviseur 
quelconque de a? Æ 1. 

Les fractions continues dans lesquelles se développent 
les racines de l’équation (2) ont donc nécessairement la 
même période; d’un autre côté, d’après le théorème ILE, 
la période de l’une de ces fractions continues est inverse 
de la période de l’autre. Il en résulte que chaque période 
est une suite symétrique ou qu'elle est formée par la 
juxtaposition de deux suites symétriques, dont l’une peut 
se réduire à un seul terme. En effet, soit 


Gps M ET NE 


la période dont il s’agit; d’après le théorème III, on pourra 
aussi considérer la période comme étant 


Anis n—9s +++, Ai, Ado: 


Il peut arriver que les termes de cette seconde suite soient 
respectivement égaux aux termes qui occupent les mêmes 
rangs dans la première; dans ce cas, la période est symé- 
trique. Mais, pour que les deux suites dont il s’agit puis- 
sent être considérées comme périodes de la même frac- 
tion continue, 1l n’est pas nécessaire que les termes de 
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même rang soient égaux, car on est libre de prendre un 
terme quelconque pour origine de la période. La con- 
dition nécessaire et suflisante est que les termes de la 
suite précédente soient égaux aux termes qui occupent 
respectivement les mêmes rangs dans la suite 


Zn A m+1) 142% yn+n—92 yn+n—1: 


nr étant un indice indéterminé. Cette condition s'expri- 
mera donc par l'égalité 


yn+k — En—k—1 


qui doit avoir lieu pour toutesles valeurs 0,1,2, ...,(7—1) 
de l’indice £; en conséquence la période sera composée 
des deux suites 


(dos ji, ..., DL) las Œintis +) Po) À 


dans chacune desquelles les termes égalément éloignés 
des extrêmes sont égaux entre eux. 


Remarque Î. — Il faut remarquer que les racines de 
l'équation (2) donnent lieu à des fractions continues qui 
se terminent par les mêmes quotients, lors même que la 
quantité P serait irrationnelle. Seulement, dans ce cas, 
ces fractions continues ne sont plus périodiques d’après 
le théorème Il. 


Remarque IL. — Nous savons que l'équation (2) com- 
prend comme cas particulier l'équation x?— À = 0, 
où À désigne un nombre entier. Pour la réduire à cette 
forme, 1l faut faire P— 0 et 

AMETAT 


Fe LA OU LAN A an I; 
NO 


ce qui prouve que l'équation indéterminée 


AN TE à 


: À “ 
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admet toujours des solutions entières, si le signe du se- 
cond membre est convenablement choisi. Nous retrouve- 
rons plus loin cette propriété remarquable. 


Comparaison des reduites qui répondent à des quotients 
complets égaux entre eux, dans une fraction continue 


périodique. 


27. Considérons l’irrationnelle du deuxième degré 


Ye 
(1) ee 


qui est l’une des racines de l'équation 
Dr? —2Exz+F—o:; 


les nombres D’, E, F sont des entiers positifs ou négatifs, 


et l’on a 
EDF A 


Soit x’ l’un quelconque des quotients complets qui se re- 
produisent périodiquement dans le développement de x, 
on aura 





(2) TX D; 9 


E’ et D’ étant des nombres entiers essentiellement posi- 
fs. On peut faire commencer la période de la fraction 
continue au quotient incomplet contenu dans x’, et nous 
la désignerons par 


dy ji, Ag, 3 pi; 


5 (e 4 . . 
enfin nous représenterons par 2 la valeur de la fraction 


continue formée avec ces mêmes quotients, en sorte que 
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l’on aura 


= (62 
(3) ane . I 





Ax—1 


Cela posé, nous nous proposons de trouver la loi des ré- 


duites 


PARTAGER NA 
(4) O$ 04 2 ? 


de la fraction continue égale à x, qui répondent, dans 
les périodes successives, au quotient complet x’. 


4 


r ’ , , P , 
S1 l’on représente généralement par — celle des ré- 


nt 





. . , 4 P nl 
duites de x qui précède 7, on aura d’abord 
m 
(5) x — P,-17 m3 PA ; 
ro 


et 1l est évident que la formule (5) donnera la valeur de 


Ée . k Il / œ * . d 
id on y remplace x Ress OTEAUre onc 
112 
Pa ER. CA —+- GDe 
| Q» æQh-1 +6Q,., 


Le second membre de cette formule est une fraction irré- 
ductible ; car, si l’on retranche ses deux termes l’un de 
l’autre après les avoir multipliés respectivement parQ,_, 
et Ps, puis par Q,, et P,_,, on obtient pour diffé- 
rences les nombres & et 6 qui sont premiers entre eux. Il 


résulte de là que l’on a 


p — Gp; + 6 DER ; 


(6) ue 
( Q: AU ÉCeE . 


S1 l’on porte dans Ja formule (5 ) les valeurs de P,,_, et de 
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Q,_1 urées des équations (6), il viendra 





Pe == (a 6x") |A 
RE QE M Le pes VA qe 





Q» Vi (æ 6x ] 6 Su 
d’où l’on tire 
(7) Ph (ER E — (x — 6x) (Pie Lo On 
Donnons à z les valeurs 1, 2, 3, ..., n dans la for- 


mule (7), et multiplions entre elles les 7 égalités ainsi 


obtenues, on aura 
(6) Py — Qur = (Pl, — Qoxr) (a — 6x}. 
Si l’on fait, pour abréger, 
Fi 6 
(9) Ur ED NES ME? 


puis que l’on désigne par w, et v, deux nombres ration- 
nels définis par l'équation 


(10) Un —Vn VA = (a — y, VA}, 


la formule (8) donnera, en remplaçant x et x’ par leurs 
valeurs (1) et (2), 


E + VA ENT se 

(1 1) EE WADE QE Ce EVA @) (up ri VA). 

Si l’on effectue les calculs, qu’on égale de part et d’autre 

les parties rationnelles et les parties multipliées par VA, 
Néédler ei 

qu'on remplace enfin le rapport —— par sa valeur — F, 


on aura 


(12) 


pe RE P, 47 —+- (EP, as: FQ:) ns 
OS Qouy rt (DP, Ge EQ:) ne 


Le développement de la formule (10) fera connaître les 
quantités u, et #,, après quoi les formules (12) donne- 
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ront les valeurs de P, et Q,, et résoudront ainsi le pro- 


blème que nous nous étions proposé. 


28. Considérons les expressions des quantités u, et v, 
qui nous sont données par les formules (9). Si l’on re- 


œ’ . , & 
résente par — la réduite qui précède = dans le dévelop- 
P pb qui P ë P 
pement du quotient complet x’, on aura 


ax + u 
METTeLe? d'où 6x ?— (x —6)}x — x —0; 
TX 


E' + VA 
remplaçant x’ par sa valeur SRE et égalant ensuite 


à zéro la partie rationnelle, ainsi que la partie multipliée 


par VA , il vient 











A + E”? ka D: E’ : 
d’où 

OO  æœ—6 6? CAR A A LES , 
(13) bre Nr Aga= | x | (ab 6x). 


Au moyen de ces relations les formules (9) deviennent 


+ 6 — + 6 \? 
CET CV Er 


PA 








et, comme la différence 46’ — 46 est égale à +1, on aura 
(15) u® — Avi — Er. 


Nous pouvons conclure de tout cela une propriété 
remarquable, qui consiste en ce que les quantités uw, 
et v, ont les mêmes valeurs, quel que soit le quotient 
complet à parur duquel on fait commencer la période, 
pourvu que le nombre des quotients que l’on fait figurer 
dans cette période reste le même. En effet, supposons que 
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l’on fasse commencer la période au quotient complet qui 
vient après x’, la période des quotients incomplets sera 


A, 9, +, Apr, €; 


Fr L2 Œ L2 L] ’ 

désignons par : la fraction continue formée avec ces 
: ! 
Fi) 


k quotients, et par à celle qui est formée avec les mêmes 

1 
14 

quotients, sauf le dernier. Il est évident que l’inverse 
Œ 

1 


S , , & < 
de la seconde fraction est égal à z — 4, et que l'in- 


6 x ; 3 aa + «' 
verse — de la première est égal à =——— — a. On a donc 
@f 6a + 6 
6. _a—6a 6  (aa+ax)—a(6a+6) 
Dot cute 0 à a+ i 


et par conséquent 
œ —6a + 6h 6 — a —64a, 
d’où l’on üure 
+6, —=a+6; 
on a d’ailleurs | 
16, — Ga, — a6 — Ga — Hr, 

Ces dernières formules montrent que les valeurs de u, 
et de #,, données par les équations (14), ne changent pas 
quand, au lieu d'employer la fraction à qui répond au 
quotient complet x", on se sert de la fraction analogue 
5 relative au quotient complet qui vient après x’. 

Je dis maintenant que u, ets, sont des nombres entiers 


ou des fractions ayant pour dénominateur 2. La première 
des formules (14) montre qu’il en est ainsi à l'égard de : 
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: 6 , , 
u,; quant à ÿ,, Sa valeur est — : soit J ce que devient 
D $ 


cette fraction lorsqu'on la réduit à sa plus simple expres- 
sion. Le nombre D’ est un multiple de g; ensuite les 
formules (13) montrent que 2E’ est divisible par g et 
que 4À l’est par g?; mais on a vu (n°18) que D’ et E’ne 
peuvent avoir un diviseur commun 0, dont le carré 6? 
serait un diviseur de A : il en résulte que notre nombre g 
est nécessairement égal à 1 ou à 2. Si g est égal à 1, v, 
est entier, et u, l’est aussi à cause de la formule (15). Si 
g est égal à 2, les nombres w, et , ont l’un et l’autre le 
dénominateur 2; en effet, dans l'hypothèse où nous nous 
plaçcons, D’ est pair, et si u, était entier, E’ serait divi- 
sible par 2, à cause des formules (9), et À le serait par 4, 
à cause de la formule (15). Or il est permis de suppo- 


ser, comme nous l’avons déjà dit, que les trois nombres 
DRE: A : : 
De et 3 ne sont pas tous les trois entiers; donc le 
nombre u, ne peut être entier quand s, est fractionnaire, 
Ce que nous venons de dire des nombres u, et », a 
lieu également, quel que soit # à l'égard des nombres y 
et v». On voit immédiatement, par la formule (10), que 
Un Et Vn seront entiers si u, et y, sont eux-mêmes en- 
tiers. Supposons donc que ces derniers nombres aient 
le dénominateur 2. Si l’on fait successivement 7 — 2 et 
n = 3, dans la formule (10), 1l viendra, en ayant égard 
à la formule (15), 


Us — v3 VA — (auf) 2ue, VA, 
Du ealui sr oui (4H -Lt}e NA. 


Ld » Ft I T* , 
On voit que, si u, et v, sont de la forme K + -; K étant 
2 


un entier, uw, et ”, seront de la même forme, tandis que #3 
et », seront entiers. D'ailleurs, si l’on fait n—3u+ v, 
S — Alg. sup., I. 5 
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y étant l’un des nombres 0, 1, 2, on a 


Un — Vn VA —_— (aan TT Pau VA) (u, cr UT VA}: 
1 TO NA Eee NT AURE 


comme u, et #4 sont entiers, 3, et #3, le sont aussi; d’ail- 
leurs u, et y, ne peuvent avoir que le dénominateur 2, 
puisque y est «73; donc il en est de même de w, et de s». 
On peut même ajouter que les nombres w, et », sont 
tous deux entiers ou tous deux fractionnaires. En effet, 


4 


sil’on multiplie l'équation (10) par celle que l’on obtient 


en y changeant WA en — YA, on aura, à cause de la 
formule (15 ), 


(16) ue Apr Tr 


ILest évident que, si », est entier, w, l’est aussi. Si », 
est fractionnaire, uw, ne peut être entier; car, s’il l'était, 
À serait divisible par 4, d’après la formule (16); alors u, 
serait entier d’après la formule (15), et », le serait aussi, 
comme on l’a vu plus haut. Notre hypothèse est donc 
inadmissible, car y, ne peut être fractionnaire quand uw, 
et , sont entiers. | 

Nous avons démontré que les valeurs de u, et de », 
sont indépendantes du quotient à partir duquel on fait 
E + VA 
Sn 
On peut ajouter que ces quantités sont les mêmes pour 
BEVARE VA 


D po racines de la 


même équation à coefficients entiers. En effet, d’après 
les formules (14), les valeurs de u, et de », ne dépendent 
que de la somme à +6’, puisque la différence 6! — 6x" 
est égale à Æ 1. Or, quand on passe de l’irrationnelle 
PR UA ATEUULE br ss PME ESA 

à l’irrationnelle conjuguée + ee 


commencer la période de l’irrationnelle x — 


les deux irrationnelles 


, les fractions 
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! 
ŒIL : . 5 œ 
—, — doivent être remplacées respectivement par — 
06 œ 


en sorte que les nombres « et 6’ restent les mêmes; donc 


QE. 


u, ets, n’éprouvent aucun changement. 


29. Nous allons examiner actuellement ce qui arrive 
quand on donne à l’entier z des valeurs négatives dans 
les formules (10), (11), (12). Si l’on change x en — 7. 
la formule (10) devient 


I 
_n — PenNA = ———— 
Re f VA (a nt VA)" 


ou, à cause de la formule (15), 

a Cm RUN At 
on a donc 

UT) au (tiu, ve (Hip, 


D’après cela, on aura en changeant aussi 7 en —n 
dans les formules (12), 


RAS = Poun — (EPo ve FQ)2; 


(18) 
MAO CU Un — (DP, — EQ) Pre 


H H 


Ces formules (18) définissent les nombres (Æ 1)" P_,, 
(H1)*Q_, dont les expressions se déduisent respecti- 
vement de celles de P, Q, par le changement du signe 
de »,; en les combinant avec les formules (12) on ob- 
üent 


MERE HP; —2Dix,, (RQ 0 2064, 
2uA étant entier, on voit que P_, et Q_, sont comme P; 


et Q, des nombres entiers. 
51 l’on divise les formules (18) par #, et que l’on fasse 
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usage de la formule (1), il viendra 


EDR Li. Un à) 
[12 7 


: (E— VA) (Q@ox — Ps) + Po (e_vz 
(19) 
sus a Q-, Un IV 
ER = D(Qx— Ps) + Q (va). 
’n Vn 
Or l'équation (16) donne 
ee + 12 
(20) ÉRRIRRES Al EN RNER 
Pr pure v, VA) 
d’ailleurs les nombres w, et v, croissent indéfiniment avec 
1/4 
. Tous À " C À . , . 
n; donc T a pour limite VA quand x» tend vers l'infini 


On voit alors, par les formules (19), que les valeurs 
absolues de P_, et de Q_, croissent aussi indéfiniment 
avec 7, el que pour z — © on a 


P_, E— VA 


LS EET 


9 
, s 1: ; à PE ,° . 
c’est-à-dire que l’expression = converge vers l'irration- 
—n 
nelle conjuguée de x. Si l’on retranche la seconde équa- 
tion (19) de la première, après l'avoir multipliée par. 
E — VA 
Hate on trouvera, en faisant usage de la formule (20), 
E — VA 
E FR ae P; VIT D Q 
(21) Vn P_,, — co EE 
— + ÿA 


Vn 








multiplions cette équation par la seconde équation (10), 
et faisons ensuite 7 — « , 1l viendra 


im(—Æi}*Q_, É RES ne ol 


Een (eee) 
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Le second membre de cette formule est égal à 


PR relie ten Die AQ;], 


et par suite (n° 19) égal à 
ai NH 


2 VA” 





L2 , . P . . ’ “ 
puisque la réduite — de la fraction continue x répond à 
0 


un quotient complet de dénominateur D’. D’après cela, 
si l’on désigne par €, une quantité qui s’annule pour 
7 — ©, on aura 

D’ 
PME RUE Ait 
ER FOND EN ET AT EE 


(22) 


! 


| D 
Le rapport —— est plus petit que 1 ; donc, pour des va- 
2 VA 





leurs de 72 suffisamment grandes, le second membre de 
la formule (22) aura la forme 


0 
EL 


0 étant compris entre o et 1. Le nombre 8 sera même 


œ rs 








RE Te: NT LE 
inférieur à si lon a D VA, et alors la fraction = 

—!" 
sera certainement (n° 8) l’une des réduites de la fraction 
continue dans laquelle se développe l’irrationnelle con- 


juguée de x. 
30. Mais il y a plus, et nous allons prouver que, si 


rt 4 


l'on exclut la valeur nr —1:, les fractions 





sont, gé- 


Œa 1” 


néralement, les réduites successives qui répondent aux 
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(aD' — E') + VA 


” dans le dé- 


quotients complets égaux à 


VA 


veloppement de l’irrationnelle + TRE fraction 


continue. 
Pour démontrer la proposition qui vient d’être énon- 
cée, posons 


NUM ANES FE UARR 
nets — M.) nd 


D RAT QC STE - 

En 
z'et x’ sont relativement à z et x des quotients complets 
correspondants, et leurs développements fournissent des 


fractions continues périodiques simples, dans lesquelles 
les périodes sont inverses l’une de l’autre; en outre, 


Li 4 A 4 L A 
x" et — - sont les racines d’une même équation à coef- 
Z 


. . . I 
ficients entiers ; si donc on remplace x’ par — n° dans la 


formule 
P,z +P 
x — —_——— À , 
Qoz +Q, 


le second membre se réduira à z, et l’on aura en consé- 
quence 


— P'z +P, 
bélier RON ONU TETE 7 
a Q,z tte Q 
. R , e / , A 2 
Soient = une réduite de z répondant à un quotient com- 


R’ \ k R 
pleté et S la réduite qui précède <? on aura 


RER 
"MISRASS'É 


(PoS— P,R)E + (PoS — PR) MEt+M' 
(QoS—QR)E+(QS —QR') NE +N 
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: TEE de RTE 
Cela posé, nous supposerons que la réduite 0: qui ré- 
0 


pond au quotient x’ dans la fraction continue x, soit 
prise dans la première période, et nous allons chercher 
combien on doit introduire de quotients incomplets 


! 


.R M : à 
dans la réduite — pour que — et — soient deux réduite: 
HER Pin Ni 


consécutives de z. Il faut d’abord que M et M’ aient Île 
même signe, ainsi que N et N’, ce qui revient à dire que 


. P e A L] L2 
les fractions — et Q ne doivent être comprises ni l’une 


P, SF 

° 7 R , , P, 
ni l’autre entre He ENGrs La réduite Q. peut embrasser 

G 0 
un ou plusieurs quotients de la période de x; mais, par 
hypothèse, le nombre de ces quotients est au plus égal 


à P 
à k— 1; il en résulte que, si le développement de ve ou 
© 


de ® 


+ coïncide, dans les premiers termes, avec le déve- 
Q 


loppement de z/, cette coïncidence ne pourra persister 
au delà du (k—1)*"° quotient; donc, si l’on introduit 
f 


; R 
et par suite k dans TR aucune 


me 


k + 1 quotients dans à 


P R 
.  ‘ 0 ° 
des fractions —; Qe ne sera comprise. entre st sg; en 
0 0 


nee MN fs Sice 
onséquence, les rapports \ CUS seront positiis. 91 ces 
(FA MAUR HOONM 0 
rapports sont supérieurs à l’unité, les fractions ES 
T 
seront deux réduites consécutives de z; dans le cas con- 


. L] I 2 L 
traire, soit Ÿ = € + mic étant l’entier contenu dans f, 
1 


il viendra 
ie (Mec+M'}é +M 
ra (Nc + N')& UN 


72 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 
Mc+M' 
Nc+N 
duites consécutives de z. Or, au lieu d’opérer comme 


2 M 
ce qui montre que et & sont alors deux ré- 


nous venons de le faire, il suffit évidemment d'introduire 


R : : MER CR 
dans < Un quotient de plus; si donc la réduite + em- 


brasse À + 2 quotients au moins, la fraction R sera une 


! 


> ’ 4 4 ’ nd s) 
réduite de z, et elle sera précédée de la réduite —- 


IL faut pour notre objet prendre le quotient complet € 


! 


| . M 
égal à z'; par conséquent, pour que la fraction w 2 


PISE PUR 
QS' — QR 


soit une réduite de z répondant au quotient complet qui 
précède z’, il peut être nécessaire d'employer deux pé- 
riodes de quotients, au moins, pour former la fraction <; 
mais deux périodes suffiront toujours si À est supérieur 
à r. Lorsque est égal à 1, la période se réduit à un seul 


terme a; les rapports seront positifs si l’on prend 


te 


R I : ; te À 
s —4 + =, etil est facile de vérifier que ces mêmes rap- 
«a 


ports seront supérieurs à 1, à moins que l’on n'ait a — 1. 
Dans ce cas particulier d’un seul quotient égal à l'unité, 
il est nécessaire d'introduire trois quotients an moins 


dans la réduite Le 


‘mn 





Désignons par = la valeur de l'expression précédente, 


I 
lorsqu'on emploie n périodes de quotients pour former 


R , 
g; On aura, en remplacant P°, et Q, par leurs valeurs 
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tirées des formules (6), 
NC de: R' 
ER, —P, (s +5n) — PT 
! a ! R' 
Dh —=Q DR AC 
6 6 
ou, en éliminant P, et Q, par le moyen des formules (12), 


PE D. (s + n') FPE SEO. 28 


\, &æ— U …, Mb 
de 0 (s +8) — (DP, — EQ:) FAC 


! 


9 A A FR 4 » = , 
D'après notre hypothèse, CA est une réduite de z’ qui ré- 
pond au dernier quotient de la n'°% période; d’ailleurs 


& est la réduite qui répond au même quotient pris dans 


la première période; donc les valeurs de R’et de S' se- 
ront données par les formules (12), si l’on y remplace 


__F'2 
P, et Qo par 6 et 6”, D, E, F par sun E', — D", et 


qu’on écrive 7 —1 au lieu de 7; on a ainsi 
R'—6u, 1 + (E’6 + D'6’ )Pn-1 


A—E'"? 


SAR (5 Gite s) Pn—1° 


En faisant usage des formules (13) et (14), ainsi que des 
relations + 
Uy Una + ÀAPi0n1 = Un ViUn4 + UiVn — Vns 


qui résultent de l'identité 


(a, ri f 0 VA) CE HAT — Pn—1 VA) (a nes 1 VA), 


74 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


on obtient les valeurs suivantes de R’ et S’ : 


6 CT 7: 
CES TRES 2 1 
R'—-r,, Su, — ——v,, 
on fi 


Les expressions précédentes de ®, et de 9, deviennent 


ensuite 
A bol (EP, ang FQ) "n 


dr = Qouy — (DP, = EQ )’n 
et par conséquent on a 
LR. fée neRte Dire fun vi Q_>, 


ce qui démontre bien que, pour les valeurs de 7 supé- 


P_, 





rieures à 1, les fractions sont les réduites qui répon- 


—n 

dent aux quotients complets précédant les quotients 
égaux à 3” dans les périodes successives de la fraction 
continue z. Il faut remarquer que la première des ré- 


ee PSE 


» Savoir 
—n Er. 


pris dans la partie non périodique. 


duites 





» peut répondre à un quotient com- 





31. Le cas de 7 — 1 constitue une exception; la frac- 
. P_ A # eo . 
tion —— peut être une réduite de z ou de x, et dans ce 
—1 


dernier cas elle répond toujours à un quotient compris 
dans la partie non périodique; il peut arriver aussi que 
L2 P_ . # L 
la fraction ne fasse partie des réduites d'aucune des 
—1 

fractions continues x et z. 

Le cas de 7 = 2 fait lui-même exception, comme nous 
l'avons déjà dit, lorsque les périodes de x et de z se ré- 
duisent à un seul quotient égal à l’unité. L'équation 


57 —=25r+31—0 
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en offre un exemple. Les deux racines sont 


— 25 + V5 25 + V5 
TE — y 32 ———; 
— 10 10 


, . P> . , . , * 
les réduites -? de x qui répondent aux quotients pérlio- 


nm 


diques sont données par les formules 


Prin ttv,, Q; — 3u, + 5v,, 


n FN\r 
Un + Vn V5 — en) e 


2) 
On tire de là 


Po_7, Pi9 Ps 16 OP, 25 -P, 4t 
QE; DL ET (Mr Te MTS 6 


puis, en donnant à » des valeurs négatives, 


LL) OO RUE OUI APTE RES à 
== RE 


M de os r io, - 


Dans cette dernière suite, la deuxième fraction n’est 


—4 


©| C0 


une réduite pour aucune des deux racines x et z; la pre- 
mière et la troisième fraction sont des réduites de z qui 
répondent à deux quotients de la partie non périodique, 
et ce n’est qu'à partir de la quatrième fraction que com- 
mencent les réduites relatives aux quotients périodiques. 


Cas de la racine carrée d’un nombre entier. 


32. On a, dans ce cas, E=0, D=1, F——A et 


la formule (11) se réduit à 
De 0; VA a (P, +100 VA) (us SL de VA ). 


PHDRD UE . 
Supposons que nos réduites — soient celles qui repon- 
n 


? s 
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dent aux quotients complets égaux à a + VA, a étant 


le plus grand entier contenu dans VA. Alors le premier 
terme de la période des quotients incomplets sera 24; 
on aura 


PONT me 
RAR À d'où P,—=x—6a, Pt 5 

0 
en outre, commeonaici E=4, D'—1, les formules (9) 
donneront 


Ha 0a— Pi <0,;: 
on aura donc 
P, — Qu VA = (P; — Q VA). 


Exemple. — Soit À — 7. La période des quotients in- 
complets qui viennent après le premier quotient 2 est 
1,1, 1, 4; la réduite qui répond au dernier quotient de 


> 


e re) 
cette période est 3 Posant donc P, — 8, Q5—3 on aura 


P,— 0 V7=(8— 345)"; 
d’où 
— Q Vas 127 — 48V7, 
P, — Q V7 = 2024 — 765 V7, 
— Q V7 = 32257 — 12192 ‘7 


39. On peut conclure de ce qui précède une propriété 
des réduites qui répondent au dernier quotient complet 
dans les périodes successives du développement de la ra- 
cine carrée d’un nombre entier. On a effectivement 


Pre 0 VA— (P, Po — Q VA ;", 
P:» O1 VA — (P P; CARE Qc VA)"; 


SECTION I. —— CHAPITRE II. FAC 
d’où 
PSN Qon-1 VA ad (pe ré QE: VA}, 


égalité qui se décompose dans les deux suivantes : 


Date 1428 + AQ% 1; Qt apr QE. 


vw. 


Si l’on désigne par X, la réduite qui répond au quotient 


a + VA pris dans la ni période, on aura 








P° Pr 
>< = n—1 : x 2 21 1 - 
U O2 j (1 PS 
et les formules précédentes donneront 
À 
se 
Xon ee RENE 9 


d’où il suit que la réduite X:, est la moyenne arithmé- 


: ay À 
tique des deux quantités X, et Æ dont la moyenne 


nm 
géométrique est VA. La formule précédente peut encore 
se mettre sous la forme 
AE À 


Xon = Xy, — Fe 
Si 22 


9 

et il en résulte que la réduite X,, est précisément la va- 
leur approchée de VA à laquelle conduit la méthode 
d’approximation de Newton dont il sera parlé plus loin, 
quand on prend X,, pour une première valeur approchée. 


Sur l'application de la théorie des fractions continues 
à L ’analyse indeterminee du deuxième degré. 


934. Soit 
E + VA 
Ligne ET 
D 
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une racine irrationnelle et positive de l'équation 
(1) Dr?— 2Ex +F—o, 


dans laquelle les coefficients sont des nombres entiers 
positifs ou négatifs. 


, 25 nie N 
On a vu au n° 19 que, si 6. est une réduite répondant 
nm 


à un quotient complet de dénominateur H, dans le dé- 
veloppement de x en fraction continue, on a 


LL \9 
D L(DP—EQ,)—AQ%]— EH, 


ou, en remplaçant À par E2— DF, 
DP;— 2EP,Q, + FO ue H ; 
le signe + ou — ayant lieu dans le second membre, sui- 
i AA he : 
vant que 0, est une réduite de rang pair ou de rang 


mr 
impair. L'égalité précédente montre que l’une des deux 


équations indéterminées 

(2) Dy?— 2Eyz +F#— +H, 
(3) Dy2—2Eyz+Fz—=—"#H 
sera satisfaite par les valeurs 


D SAIPETMUE EAQRNE 


P ; A NUS 
Supposons que G. soit la réduite qui répond à un quo- 
nr 
tient complet de dénominateur H pris dans la (72 + 1 )ième 
période; si le nombre des quotients contenus dans une 
période est pair, les réduites 
Ps P; P, 
SE | eg mr 9 
Qo  Q1 © 


seront toutes de rang impair ou toutes de rang pair; elles 


«dt mtisité 
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ourniront donc une suite infinie de solutions entières 
f td t fi d Jut t 

pour l’une des deux équations indéterminées (2) et AE 
Mais, si la période de la fraction continue x renferme ut 


. . . sd » pe 
nombre impair de quotients, les réduites — seront alter- 
nm 


nativement de rang pair et de rang impair; en consé- 
quence elles donneront une infinité de solutions entières 
pour chacune des équations (2) et (3). Il peut arriver 
qu'il y ait dans la même période plusieurs quotients com- 
plets de dénominateur H, et l’on doit alors appliquer à 
chacun d’eux ce qui vient d’être dit. 

Les solutions entières dont 1l vient d’être question, et 
qui répondent à un même quotient complet pris dans 
les diverses périodes de x, peuvent être représentées par 
les formules 
(4) | 7 = Poun + (EPo — Fo)?» 

3 = Qoun + (DPo — EQ) r,, 


un et A désignant ici les mêmes quantités qu’au n° 27; 
ces deux formules sont comprises dans la suivante : 


TR) E + VA ae 
nn) eur 


où le radical VA peut être pris avec un signe quelconque 
en donnant à ce radical le signe + et le signe — succes- 
sivement, et, en multipliant ensuite les deux équations 
résultantes, 1l vient 


D=2Eyz PF {(DP; —2EP.Q + FQi) (ui — Avi)”. 


Comme u?—Av°— +1, le second membre de cette 
égalité ne change pas par le changement de 7 en — »; 
par conséquent, quand on donnera à » toutes les valeurs 
entières de — à + , les formules {4) fourniront des 
solutions entières en nombre infini, pour chacune des 


Ÿ: * 
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équations (2) et (3), si la période de x renferme un 
nombre impair de quotients, et pour une seule de ces 
équations seulement, si le nombre des quotients con- 
tenus dans la période est pair. 

Les résultats qui précèdent ont été tirés de la consi- 
dération de l’une des racines x de l’équation (1); la 
deuxième racine ne donnerait rien de plus, car, en attri- 
buant à 7 des valeurs négatives dans les formules (4), 
nous avons fait intervenir, d’après ce qu’on a vu précé- 
demment, les réduites qui naissent du développement de 
la racine conjuguée de x. 


35. Lorsque le nombre entier H est inférieur à YA, 
l'analyse précédente fait connaître toutes les solutions 
entières des équations (2) et (3). On a effectivement ce 
théorème : 


Taéorème. — Les nombres D, E, F, H étant des en- 


tiers et H étant < VA, si les entiers positifs P et Q, sup- 


posés premiers entre eux, satisfont à l'équation 


Dy°— 2Eyz + F3 = EH, 


. P : : A 
la fraction 0 sera nécessairement une réduite de l’une 


des fractions continues qui représentent Les racines de 
l'équation 
Dx?— 2Exr + F—o, 
sauf une légère exception dont il sera parlé. 
On a, par hypothèse, 
(1) DP? — 2EPQ + FQ@ = +H, 
et l’une quelconque des racines de l'équation 


Dr'—2Er+F—o 
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peut être représentée par la formule 

(2) Des re 

où 2 désigne le nombre +; et où A est mis au lieu de 

E2— DF. Enfin, si l’on réduit & en fraction continue et 
) F P' 1.4: à RCA L 

que l’on représente par ol la réduite qui précède 6’ on 

aura 

(3) DORSURE 


j étant égal, à volonté, soit à + 1, soit à —7r, 
Cela étant, posons 





Pré RE N 
IR CNT RUN d'où x! — GENE 
g n , 
Qzx'+Q P — Qx 
on aura 
LA D Enr j us AU 


LE \ RÉ EP le du ti 1 CN "CES ETUI 
Q Q(P—Qxr) Q[{DP—EQ)—:QV/A| 
et, en rendant rationnel le dénominateur du second 
membre, 1l viendra 


Q_ jl(DP—EQ) +:Q VA] 
Q  Q(DP?— 2EPQ + FQ° )? 








x! + 


cette formule peut être simplifiée par le moyen de l’équa- 
tion (1); celle-c1 donne en effet 


DH 
DP— EQ—4Q (/A 2 Gr 


le nombre k étant égal à + 1 ou à — 1, suivant le signe 


de DP — EQ. Il vient alors 


DH = 
TA a+ + iva) 
r' o UV Qÿ : . 


MO) 0 LH 7 





S. — Alg. sup., Ï. 6 
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les signes de z et de j étant arbitraires, je prendrai i =, 
et je choisirai ensuite 7 de manière que 74 ait le signe de 
+ H; on aura ainsi 


DH. 

NA SRE 

5 DCR PA Le 
formule où les radicaux sont pris positivement. 

Nous pouvons supposer D positif; alors, si le second 
membre de la formule (1) est + H, le second membre 
2 VA 

H 
près l'hypothèse, supérieur à 2; d’ailleurs, la fraction 


Q' 


G est moindre que 1; donc la valeur de x’ sera supérieure 


de la formule (5) sera supérieur à 





; 1l sera donc, d’a- 


à 1, et en conséquence x’ sera, d’après la formule (4), 
® , 4 , L 4 à P 
un quotient complet, répondant à une réduite égale à 6’ 


dans le développement de l'irrationnelle x en fraction 
continue. 

Si le second membre de la formule (1) est — H,, la con- 
clusion précédente n’est plus légitime en général; mais 
on voit cependant qu’elle subsiste si Q a une valeur très- 
grande, car le second membre de la formule (5) différera 
2 VA 

H 
supérieure à 2. Îl est facile d’assigner une limite de Q 
au delà de laquelle le théorème n’est jamais en défaut; à 





alors très-peu de » quantité qui, par hypothèse, est 


cet effet, écrivons comme :1l suit la valeur de x": 


, 2VA  Q'+:1 LA 1 DH 1). 
(te) (Tin) 


comme A est supérieur à H, et que Q' +1 est au plus 





F” RE "y ñ 
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égal à Q, on aura certainement x’ > 1, si la quantité 


A AE RE Le 
PERL mh ven POLAR FT 
LE @ HV 


est positive, c'est-à-dire si l’on a 


DH — H 
À rie PERS ER mn: T0 : 
V Q° o VA Q? 


en élevant au carré cette inégalité et effectuant les réduc- 





tions 1l vient 
D+H 


2 VA 





Q> 


re ET RAUE 
Lorsque Q surpasse cette limite, la ER OOREESS l’une 


des réduites relatives à l’une des racines x; mais, si 


l’on a 
D+H 


Sa 





Q< 


on ne peut plus rien affirmer en général. 

Il faut remarquer que ce cas d'exception ne peut se 
présenter que si F est positif; car, dans le cas contraire, 
l'équation (1) peut se mettre sous la forme 


— FQ2+ 2EPQ — DP?—+H, 
et alors, © étant une réduite de la fraction continue qui 


: ‘ x IL P ; 
exprime l’une des irrationnelles ? 5 Sera l’une des ré- 


Q 


duites de x. ÿ 


36. D'après ce qui précède, si les équations indétez- 
minées 
Y— Az = + H, 
2? — Az = —H, 
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dans lesquelles À désigne un entier positif non carré, et 


où H est un entier inférieur à VA, admettent des solu- 
tions entières, ces solutions seront toutes fournies par le 
développement de VA en fraction continue. Par consé- 
quent, si le nombre H ne figure pas parmi les dénomi- 
nateurs des quotienis complets qui forment la première 
période, aucune des deux équations précédentes n’ad- 
mettra de solutions. 

Le dernier quotient de chaque période ayant l’unité 
pour dénominateur l'équation 


F?— AË— + 


admet toujours des solutions entières ; il en est de même 
de l’équation 
J—AË—= —1, 
quand le nombre des quotients de la période est impair. 
Mais, lorsque le même nombre est pair, l'équation pré- 
cédente n’admet aucune solution entière. 
Considérons par exemple l'équation 


F—-29 = LH; 


en développant V29 en fraction continue, on trouve les 
quotients incomplets 





+29 3-+V29 2+V29 3+V29 
9» Fr 9 NAN 9 5 , r 
La période se compose de cinq quotüents, et l'équation 
proposée admettra des solutions si H est égal à l’un des 
70 


nombres 1, 4, à. En particulier, comme est la réduite 
I 


qui répond au dernier quotient de la première période, 
on voit que les solutions des deux équations 


» 5+V20, ect 


‘ f?— 207 —=—1, 


JÈ— 297 = HU 


A 


#1 


seront données respectivement par les formules 


… 
ue 


7 — 229 = (70 — 13 29 
7229 = (50 — 1329)”; 


si l’on fait ? — 1 dans la dernière formule, on obtiendra 
les plus petits nombres qui satisfont à l'équation 


? 


\ 


savoir 


y = Bi, PR 1820. 
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CHAPITRE IIL. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 


Des expressions ÊMaAginaires. 


37. Conformément à l'usage adopté, nous représente- 


rons par { l'imaginaire /— 1, et nous appellerons expres- 
sion imaginaire toute expression de la forme 


A + B:, 


où À et B sont des quantités réelles, positives, nulles ou 
négatives. 

Quand nous saurons d’avance que deux quanütés 
réelles À’ et B’ sont respectivement égales à deux autres 
A etB, nous dirons que les expressions A+ Bi et A’ B'i 
sont égales. 

IT est évident que, si l’on a plusieurs égalités de la 


forme 
À + Bi= A + B';, 


et qu'on les multiplie membre à membre en opérant 
comme si £ était une quantité réelle, on obtiendra une 
égalité dans laquelle les coefficients des mêmes puissances 
de : seront égaux; l'égalité subsistera donc quand on 
rabaissera les exposants de à au-dessous de 2 en faisant 
usage de l'équation & = — 1. 

Considérons l'expression imaginaire À + Bi; on peut 
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toujours trouver une quantité positive p et un arc a tels 
que l’on ait 


A—pcosa, B—psina. 


En effet, 1l suffit de prendre 


p = + ÿA? + B?, 
puis 
Â À 


COS « — D 7 = SUN SIT il - 
+ VA? + BR? + VA?+ B? 





par conséquent, on peut écrire 

A + Bi—pcosa + ip sin & 
ou, si l’on veut, 

A+Bi—p{cosa +isina) 


Quand une expression imaginaire est ainsi ramenée à 
la forme p(cosa +1 sina), la quantité positive £ est dite 
son module; l'arc a est son argument. 

Le module d’une expression imaginaire donnée est dé- 
terminé, mais l’argument ne l’est pas entièrement; car 
une expression imaginaire ne change pas quand on ajoute 
à son argument ou qu'on en retranche un nombre quel- 
conque de circonférences. 

Les quantités positives et négatives peuvent être con- 
sidérées comme des expressions imaginaires dont le mo- 
dule est égal à leur valeur absolue et dont l'argument 
est un nombre pair ou impair de demi-circonférences ; 
car soit À un nombre positif, on a, quel que soit l’en- 
üer #, 

+ À — A {cos2#r +—isin2krt), 
— A Afcos(24+1)r+isin(24 +i)r|. 


Pour que deux expressions imaginaires soient égales, 
il faut et 1l suffit que leurs modules soient égaux, et que 
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leurs arguments diffèrent d’un multiple de la circonfé- 
rence. Supposons, en effet, que les expressions 

picosa+isina) et o'(cosa' +isina') 
soient égales; on a 

pcosa —p'cosa', psina—p'sina’, 
et, si l’on ajoute ces équations, après les avoir élevées 
au carré 1l viendra 
pp? et p—=p; 


les modules étant égaux, les arcs a et a! ont même sinus 
8 ) 

et même cosinus; donc ils ne peuvent différer, s’ils sont 
inégaux, que par un multiple de la circonférence. 

Les arguments de deux expressions imaginaires conju- 

u P 5 
guees, telles que A + Bz et À — Bi, ont même cosinus, 
tandis que leurs sinus sont égaux et de signes contraires; 
la somme de ces arguments est donc égale à un multiple 
$ 5 

de la circonférence. 


38. Taéorëme. — Le produit de deux expressions 
imaginaires est une expression imaginaire dont le mo- 
dule et l'argument sont respectivement le produit des 
modules et la somme des arguments des facteurs. 


Considérons d’abord deux expressions imaginaires 
cosa +ésina et cosb +isinb 


ayant l'unité pour module. Si l’on effectue leur produit, 
il viendra 


(cosa + isina)(cosb + isinb) 
— COS a cos b + à (sina cosb + cosa sinb) + ?sina sind, 
ou, à cause de 1? ——71r 
(cos a + isina) (cosb + isinb) 


= (cosa cosb — sina sind) + à (sina cosë + cosa sinb); 
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or nous savons que l’on a 
cos a cosb — sina sinb — cos(a + b), 
sina cosb + cosasinb —sin(a+b); 
on peut donc écrire 
(cosa + isina) (cosb + isin&) — cos(a + b) +isin(a + b). 
Soient maintenant p(cosa+i sina),p'(cosb +1 sin) 


deux expressions imaginaires ayant respectivement pour 
modules oetp'; on a 


p(cosa + isina) X p' (cosb + isind) 
— pp" X (cosa +isina)(cosb + isinb), 
et, par conséquent, 
p(cosa + isma) X p' (cosb + isinb) 
== pe! [cos(a + db) + i sin (a + b})]: 
CororLrairE 1. — Le quotient de deux expressions 
imaginaires est une expression imaginaire dont le mo- 
dule et l'argument sont respectivement le quotient des 


modules et la différence des arguments du dividende 
et du diviseur:. 


Car soient les deux expressions 
p(cosa +isina) et p'(cosb +isinb); 


on à 


a Leos (a — b)+isin(a—b)] 
X p'(cosb + isinb) — p{cosa +isina); 
d’où 


p (cosa +isina) _p ne 
Re ee Cm OA re 


i 





CorozLaire Il. — Le module et l'argument du pro- 
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duit de tant d'expressions imaginaires que l'on voudra 
sont égaux respectivement au produit des modules et à 
la somme des arguments des facteurs. 


En effet, pour multiplier les deux premiers facteurs, 
on multiplie leurs modules et l’on ajoute leurs arguments. 
Pour multiplier ce produit par le troisième facteur, 1l 
faut multiplier son module par celui du troisième facteur 
et ajouter à son argument celui de ce troisième facteur, 
et ainsi de suite. 


CorozzaiRE III. — Pour élever une expression imagi- 
naire à une puissance entière et positive de degré m, il 
faut élever le module à la puissance m, et multiplier 


l'argument par m. 


Cela résulte immédiatement du corollaire Il, en sup- 
posant égales entre elles toutes les expressions imagi- 
naires que l’on y considère. 

Soit, en particulier, cosa + sina une expression 1ma- 
ginaire de module 1; on a 


(cosa Le isina )” — CosmMma +- i Sin Ma. 


C’est dans cette égalité que consiste la formule de 
Moivre. 


39. Le module de la somme de deux expressions ima- 
ginaires est compris entre la somme et la différence des 
modules des parties. 


En effet, soient les deux expressions imaginaires 
p(cosa +isina), p'{(cosa' +isina’), 
et posons 


R (cosA + isinA) —p(cose + i sine) + p' (cosa' + isine' }; 
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on aura 
R cos A — p cosa + p'eosa’, 


R sin A — psina+p'sina'; 


si l’on ajoute ces égalités après les avoir élevées au carré 
et que l’on extraie la racine carrée des deux membres de 
l'égalité résultante, il viendra 


RE Var cold) te: 
on a donc 
R<V(p+p'} ou Lp+p', 
RZV(p—p ou 2Æ(p—p) 
Il résulte de là que : 


Le module de la somme d’un nombre quelconque 
» . . . . à. 
d expressions imaginaires ne peut surpasser la somme 
des modules de ces EXpressions. 


Des fonctions entièr'es. 


40. Un polynôme tel que 
A2” a À; Aa +7 OI og à À m1 TT À 


dans lequel chaque terme est le produit d’une constante 
réelle ou imaginaire par une puissance entière d’une va- 
riable réelle ou imaginaire z, est dit une fonction en- 
tüière de z. Le polynôme étant supposé ordonné par rap- 
port aux puissances de z, le degré m7 du premier terme est 
le degré de la fonction. Une équation est dite algébrique 
lorsqu'elle peut être mise sous la forme f(x) — 0, f(z) 
désignant une fonction entière de z. 


Taéorëme |. — Si une fonction entière f(z) de z 
s'annule pour 3 = 0, on peut assigner une quantité po- 
sitive r, telle que, pour toutes les valeurs de z dont le 
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module est compris entre zéro et r, le module de f{z) 
soit constamment inférieur à une quantité donnée K. 


En effet soit la fonction 
F(z)—= 402" + A2 6, + A3 


qui s’annule pour z — 0, et dans laquelle quelques-uns 
des coefficients À peuvent être nuls. Désignons par p le 
module de la variable z et par a le module de celui des 
coefficients A5, À,,..., À, qui a le plus grand mo- 
dule. Comme le module d’une somme ne peut surpasser 
la somme des modules des parties, on aura 
__ ,m4#A 

mod f(z) afp +pat+,,,+p) ou SAR 
et, si la valeur depest inférieure à 1, on aura à plus forte 
raison 





mod (2) < FFE 
De à 
Donc, pour que le module de f (z) soit inférieur à R, 
il suffit que l’on ait 
ap R 


re A D ever 








5 


et, en conséquence, si l’on pose 


R 
1+R° 





le module de f'(z) sera inférieur à R pour toutes les va- 
leurs de z dont le module est compris entre zéro et 7. 


CoRoLLAIRE I. — St 
f z) + À mu RTS À mp1 ns PR US vue À: AE ae As 37 


est une fonction entière de 3 ordonnée par rapport aux 
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puissances croissantes de z, et que l’on pose 
ACTE PE) 


ON POUTT A assigner une quantité positiver telle, que pour 
toutes Les valeurs de z dont Le module est compris entre 
zéro et r, le module de € soit constamment inférieur à 
une quantité positive quelconque donnée K. 


En effet, la fonction que nous désignons par € a pour 
valeur 


A À A 
m—UB--1 LEZ CSP 
LEE PQ EG 8 EN A EN RE NE - 


Le — 
A À À pu 


et il suffit de lui appliquer le précédent théorème pour 
établir la proposition énoncée. 

Dans le cas où la fonction f(z) et la variable z sont 
réelles, on voit que, pour toutes les valeurs de z dontle 
module est inférieur à une certaine limite, la fonction a 


constamment le signe de son premier terme. 


CoroLLaIRE Il. — 97 
NAEA == À) Ale + A, zm—1 —+ ses a —+ ee Z Se À x 


est une fonction entière de z ordonnée par rapport aux 
puissances décroissantes de z, et que l’on pose 


Fe 2 AP att + €), 


on pourra assigner une quantité posiliver telle, que pour 
toutes les valeurs de z dont le module est supérieur à r 
le module de & soit constamment inférieur à une quan- 
tité positive quelconque donnée R. 


En effet, la fonction désignée par € a 1ei pour valeur 


LÉRMRCREEE + 
RE —, — — — . 0 — 
Ao Z An: 3? 


h 
na 
19 


mm I 
2? 


A ; A 
À, gi A) PA 
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et son module sera inférieur à la quantité donnée R pour 


I + RS ; 
toutes les valeurs de — dont le module est inférieur à une 


Z 
certaine quantité — qu'on peut déterminer, c’est-à-dire 
| de 


pour toutes les valeurs de z dont le module est supé- 
rieur à 7. 

Dans le cas où la fonction f(z) et la variable z sont 
réelles, on voit que, pour toutes les valeurs de z dont le 
module est supérieur à une certaine limite, la fonction a 
constamment le signe de son premier terme. 


CorozLaire III. — Le module d’une fonction entière 
f(z) devient infini en méme temps que le module 


de z. 


Ce corollaire résulte immédiatement du précédent. En 
effet, la fonction f(z) étant ordonnée par rapport aux 
puissances décroissantes de z, soit À, z” son premier 
terme, et posons 

(3) 


À, gr 





—I+E; 


on sait que le module de e peut devenir aussi petit que 
l'on voudra, si le module de z est suffisamment grand. 


Soient M, p, a, n les modules de f{z), z, As, €; l’équa- 

° ’ ’ M . 

Uon précédente nous montre quete est compris entre 
ap” 


1—n eti+n, d'où il suit que, quand p tend vers l’in- 
fini, on a 





lim 


sh) 


APn 


AA. Tuéorèue Il. — Une fonction entière f(z) de z 


est continue. 


En général une variable AE qui dépend d’une autre 
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variable z est dite continue, si le module de la différence 
(2 + h) — f(z) 


peut devenir plus petit qu'une quantité quelconque don- 
née, quand on attribue au module de } une valeur suf- 
fisamment petite. 

Cela posé, f(z) désignant une fonction entière, or- 
donnons le polynôme f(z + h)—f{(z) suivant les puis- 
sances croissantes de h; ce polynôme s’annulera pour 
h = 0, et si l’on désigne par A»_,h® le premier de ses 
termes, on aura, par le corollaire I du n° 40, 


fa + 2) —f(s) = 


£ étant une quantité dont le module peut devenir aussi 





Au Av(r1+e) 


petit que l’on voudra. Si donc on attribue à 2 des valeurs 
dont les modules décroissent indéfiniment, le module de 
la différence 

f(z+h)—f(;2) 
prendra des valeurs qui décroîtront aussi indéfiniment, 
et en conséquence f (z) est une fonction continue. 


Cororzatre Ï, — La variable z et la fonction en- 
tière f (z) etant supposées réelles, si l’on attribue à z 
deux valeurs z5, z,, et que les valeurs correspondantes 
f(Zo) f(z1) de f(z) soient de signes contraires, la 
fonction f(z) s’annulera nécessairement pour une ou 
plusieurs valeurs de z comprises entre Zo et z1. 


En effet, s’il en était autrement, les valeurs que prend 
f(z) quand Z varie de z, à z, seraient comprises, les 
négatives entre deux limites — A et— B, les positives 
entre deux autres limites + A’ et + B': par conséquent, 
z Variant d’une manière continue, il faudrait que f (=) 
passât brusquement d’une valeur comprise dans le pre- 
mier intervalle à une valeur comprise dans le second, ce 
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qui est incompatible avec la propriété que possède f (z) 
d'être continue. 
CorozLaiRe Il. — Quelles que soient la variable 
Li 0 (cosw + isino) 
et la fonction entière 
FA 2) PE r0 

si le module ou l'argument de z reste constant, ou si 
ces deux quantités varient simultanément d'une ma- 
nière continue, suivant une loi déterminée, aucune des 


deux quantités P et Q ne pourra changer de signe sans 
s’annuler. 


La démonstration est exactement la même que celle 
du précédent corollaire. Supposons, en effet, que l’argu- 
ment w varie de wo à w,, et que p soit constant ou qu'il 
dépende de w, d’après une loi quelconque, de façon à 
varier d’une manière continue quand w varie lui-même 
d’une manière continue. S1 P ou Q a des valeurs de signes 
contraires pour & — w9 et & — 0, et que cette fonction 
ne s’annule pas, ses valeurs négatives seront comprises 
dans un certain intervalle, et la même chose aura lieu à 
‘égard de ses valeurs positives. La fonction passerait 
donc brusquement d’une valeur comprise dans le pre- 
mier de ces intervalles à une valeur comprise dans le se- 
cond, ce qui est inadmissible. 


Développement de la fonction entière f(z+k) 
suivant Les puissances de h. 


42. Soit 
f(2) Kg À Eh AtStin TES À m1 z + Am) 
on aura, en remplaçant z par = + À, 


f{z + A) A A (242) mt À, (z+2) Gs L rire An) (2+A)-+.A,. 
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S1 l’on développe les diverses puissances de z + } qui 
figurent dans cette formule et qu’on ordonne suivant les 
puissances croissantes de h, 1l est évident que le premier 
terme sera f (z), et que le coefficient de A+ sera 


m(m—i)...(m—p +1), Tera En RER 
PMR . 14 FAT RU RERRTE" 


Nous représenterons par 
Je Li PL VAE A PR AA I PET ie) 
les coefficients respectifs de 


h 2° hr Ve 


m2 TE) Te 19 


1 12 LED AIN NET. DENP IT 





dans le développement de f(z + h), en sorte que l’on 


aura 

k 2? pm 
f(2+ D ESS NUM AI Et eS fE (8] 
et 


f'(z) =mA,zt ll +... +HpA ssl +... + A, 4, 
f'(z)=mim—i1)Azt +... Lplu—1As 2 ?+.,.+2A,, 


Chacune des fonctions 
FAN TT TN EN AN CA PE ARS AE 12 


à partir de la deuxième, se forme d’après la même loi au 
moyen de la fonction précédente, savoir, en multipliant 
chaque terme de celle-ci par l’exposant de z qui y figure, 
et en diminuant ensuite cet exposant d’une unité. 
La fonction f’(z) est dite la dérivée du premier 
S.— Alg, sup., 1. 7 
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ordre, ou la première dérivée, ou simplement la dérivée 
de f{z). Pareillement f”(z), qui est la dérivée de f’(z), 
est dite la dérivée du deuxième ordre, ou la deuxième 
dérivée de f(z), etainsi de suite jusqu’à f”*(z), qui sera 
la dérivée du m°"° ordre ou la mi°®e dérivée de f(z). Une 
fonction entière du degré m a ainsi mn dérivées successives 
dont les degrés sont respectivement m—1,m—2,..., 
1,0, en sorte que la m'°" dérivée est égale à une simple 
constante. 

D'après ce qui précède, lorsque la variable z reçoit l’ac- 
croissement X, la fonction f(z) prend un accroissement 
qui peut être mis sous la forme 


(1) fiz+h)—fiz)=hf{(z)+ Le, 


en posant, pour abréger, 


RUE Je? Sie Era 
(2) Hatre (pr rr2 1804 Qi HER (): 
On a donc 
(3) Era — f(3) +, 


et,comme € tend vers zéro en même temps que h, on voit 
que la dérivée d’une fonction entière ft est la limite 
. Vers laquelle tend le rapport 


fiz+h)—f(2) 
k 


2 


lorsqu'on fait tendre À vers zéro. 

En outre, quelle que soit la valeur attribuée à z, on 
peut assigner une quantité positiver (n° 40, corollaire II) 
telle que, pour toutes les valeurs de k dont le module est 
inférieur à 7, le module de la fonction € soit inférieur 
à une quantité positive donnée n aussi petite que l’on 
voudra. | 
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© 
O 


Principe fondamental de la théorie des équations. 


43, Lemme. — Soit 
fla)= A2" + Az. HA, + Ar 


une fonction entière d’une variable z, d'un degré quel- 
conque m, et dans laquelle les coefficients As, A1,..., Am 
sont des quantités données réelles ou imaginaires. Si le 
module de f (z) ne se reduit pas à zéro quand on attri- 
bue à z la valeur déterminée 79, reelle ou imaginaire, 
on pourra trouver une quantilé h, réelle ou imaginaur'e, 


telle que le module de f (z5+ h) soit inférieur au mo- 
dule de f (2). 


En effet, L désignant une nouvelle variable, rempla- 
çons z par Z9+ h, et faisons, pour abréger l'écriture, 


Ro 
Zo—=f (2); 7), 


il viendra 


F(z+h)=2Z+Zh +... + ZU +... HZ, A, 


Par hypothèse, le module de Z, n’est pas nul; quelques- 
uns des coefficients Z,, Z:,... des puissances de k peu- 
vent être nuls, mais il n’en peut jamais être ainsi du der- 
nier de ces coefficients, c’est-à-dire de Z,, dont la valeur 
est évidemment égale au coefficient À, de z” dans f(z); 
je représenterai généralement par Z, le premier des coeffi- 
cients 4, Zo,..., Zm dont le module est différent de 
zéro. D’après cela, la formule précédente, divisée par 


(20) ou Zo, deviendra 


f(zo +2) Zh ES Z 
D LUE hn+1 TR pre 
DHEz:) 2 è TA Ü —+- a me Z, A 


Désignons maintenant par p et w le module et l’argu- 
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ment de la variable 2, par GC et &,, quel que soit w, le 


" 


MAT: 
module et l’argument de la quantité Fa on aura 
40 


Z 
2& Fran : Ç 
h = p(coso + isino), 7. — C,(côs «+ ésina,), 
0 


et la précédente formule deviendra 


FER D) re 
AE = teen pr [cos(zo + &,) + isin (ro + a,)]+... 


+C,p"[cos(mo+a,) + isin(mo+am)]. 
Cela posé, déterminons l’argument © par la condition 


20 an —T; 
d’où 
cos (rw +a)—=—1, Ssin(ro+a,)—=0; 
la formule générale qui précède deviendra 
F (zo + À) 
f (30) | 
+ Ch “li | cos (r+ 10 + n+1 4e sin (a +I10—+ ana) em TT 
+ Cp” [cos (mo +a,)+isnm(me + a» )]. 


Soient R et KR, les modules de f(z5+ h) et de f(z), 


= (1 — Cap”) 








‘ AT R 
le module du premier membre de notre égalité sera En 
0 


quant au module du second membre, on sait qu'il est 
inférieur ou au plus égal à la somme des modules de ses 
termes. D'ailleurs (1—C, p*) sera égal à son module si 
? A > ei A I 

on donne à p une valeur inférieure à ——: on aura don 
l’on do p l férieure à - 0 donc, 


12 
dans cette hypothèse, 


R 
KR. OU et I — Gp Em C1 100708 nm D Cp 
0 
OÙ . 

AE 6 Gr 


ae Et I C I TE \ 
AU — 1 1— = EUS PT LU 00 
R F Fe p ( Ch P GG; P ) 
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La quantité entre parenthèses a pour limite l’unité 
quand on fait tendre p vers zéro, et nous savons que cette 
quantité reste positive pour toutes les valeurs de p com- 
prises entre zéro et une certaine limite r que l’on peut 
assigner. Donc, pour toutes les valeurs de p supérieures à 


, £ | PME Et . . e I 
zéro et inférieures à la plus petite des deux quantités — 
C 


a 
et 7, on aura 


R 
— <T1 ou R<R,, 
Ro 


ce qui démontre la proposition énonce. 

De ce lemme résulte immédiatement la démonstration 
du principe fondamental de la théorie des équations, le- 
quel consiste dans le théorème suivant: 


44. Taéorème 1. — Si f(z) désigne une fonction 
entière de z, d'un degré quelconque m, et dans la- 
quelleles coefficients soient des quantités données, réelles 
ou imaginaires, l'équation f (z)= 0 a une racine réelle 
Ou imaginaur'e. 

En effet, si l’on donne à la variable z toute la série des 
valeurs réelles ou imaginaires, 1l est évident que le mo- 
dule de f(z), qui est essentiellement positif, ne pourra 
pas s’abaisser au-dessous d’un certain minimum. Ce mi- 
nimum ne peutrépondre à une valeur infinie du module 
de z, car nous savons que le module de f{z) devient 
infini en même temps que celui de z. On voit alors que le 
minimum du module de f(z) ne peut être que zéro; car, 
s’il avait une valeur R, différente de zéro et répondant à 
la valeur z, de z, on pourrait trouver, d’après le lemme 
qui précède, une quantité } qui donnerait 


mod f'{20 + À) << Ro, 


ce qui implique contradiction. 
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Il existe donc une valeur finie de z telle, que l’on ait 
mod f(z) = 0; cette valeur est dite une racine de l’équa- 
tion f(z)= 0. 

Remarque. — Si l’on remplace la variable z par 
x+iy, x et y désignant des variables réelles, la fonc- 
tion f(z) pourra se mettre sous la forme 


Fe)=f(e+ir)= ser) +i(e y), 


o(x, y)etV(x, y) désignant des fonctions réelles de x, y 
et de quantités réelles connues. 
Le module de f(z) sera la racine carrée de la somme 


Cox r)P+ Lx, >), 


et il ne pourra s’annuler que si chacune des fonctions 
etŸs’annule. Il s'ensuitque, si « +16 est une racine de 
l'équation f(z) = 0, les deux équations 


4 (æ, y}=0:; plz, At 


admettront le système de solutions communes x = 4, 
y = 6. Si l’on suppose que x ety représentent des coor- 
données rectangulaires, les équations précédentes seront 
celles de deux courbes ; x et 6 seront les coordonnées d’un 
point commun à ces courbes. On voit que la recherche 
des racines de l’équation f(z2)—o équivaut à la re- 
cherche des points d’intersection réels des deux courbes 
dont nous venons de parler, et ces points d’intersection 
sont alors désignés sous le nom de points racines. 


45. Du théorème fondamental que nous venons d’éta- 
blir résulte la proposition suivante : 


Taéonime Il. — Une fonction entière de z du degré m 
est égale au produit de m facteurs linéaires multiplié 
par le coefficient de la plus haute puissance de z dans 
la fonction. 
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Soit la fonction 
f{z) 020 + À, re ne + À m1 7 +A»; 


et désignons par &, &:,..., 4m, M quantités réelles ou 
imaginaires quelconques. Divisons f(z) par z —a, 
et représentons par f,(z) le quotient, par R, le reste 
dé cette division; divisons de même f,(z) par z — à», 
et nommons f2(z) le quotient, R; le reste de cette 
deuxième division; continuons de la même manière 
jusqu’à ce que nous ayons employé le diviseur z — a» 
qui fournira le quotient f,(z) et le reste R,.. Il est évi- 
dent que les polynômes f(z), f1(z), f2(2),... sont 
des degrés respectifs m, m—1, m—2,...,etque, dans 
chacun d’eux, le coefficient du premier terme est A5, 
d’où 1l suit que f,(z), quiest du degré zéro, se réduira 
à A5. On aura, d’après cela, 


fz)=(2- a) fi(z) +R, 
filz)=(z—@) fi(z) +R, 
]=(2— 43) fs(z) +R, 


ss 
LS 


Si l’on ajoute toutes ces égalités, après les avoir mul- 
tipliées respectivement par les m facteurs 


1, (2—@&), (2—a)(z—a,),..:, (z—a)...(2- an), 
et que l’on remplace f,(z) par sa valeur A, 1l viendra 
f(z)—Ao(z—a)(z—a)...(2— a) 


+R,(2—m)...(2—- a») +... 
+R; (2—-a)(z—a)+R(2— a) +R. 


Dans cette formule a,,a:,..., a» désignent des quan- 
ütés quelconques égales ou inégales entre elles; mais 
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nous savons que l’équation f(z)— 0 a une racine, et 
‘ nous pouvons supposer que a, soit cette racine: on aura 
alors R, = 0, puisque R, est la valeur que prend f(z) 
pour z = ai. Pareillement l'équation f,(z)—0o a une 
racine; nous supposerons que a; soit cette racine et l’on 
aura R; — 0. En poursuivant ainsi et en supposant que 
A3 Ais...3 Am SOIENT respectivement racines des équa- 
tions fo(z)=0, f3(z)= 0,..., fn-1(z)—0, on aura 
R;=0o, R;=0o,... R;—o, et la formule précédente 
deviendra 


J(z)—=Ao(z— a)(z—a)...(z— a). 


On voit que la fonction f(x) ne peut s’annuler que si l’on 
donne à z l’une des m valeurs a,, a,..., an parmi les- 
quelles il peut s’en trouver plusieurs égales entre elles; 
il s'ensuit que : 
Une équation algébrique du degré m ne peut avoir 
plus de m racines. 


Si, parmi les quantités 4,, 4,,..., am 11 y en à pr qui 
soient égales à &,, f(z) admettra le diviseur (z— a, }* 
et l’on dit alors que l'équation f(z)—=0o a pu racines 
égales à a,;. Au moyen de cette convention, on peut 
énoncer la proposition suivante : 


Une équation algébrique a autant de racines qu'il + 
a d'unités dans le nombre qui exprimé son degré. 


CoroLLaiRE [. — Si a,,a,..., an désignent les m 
racines de l'équation 


A977 6 A ZT ENT  AÀ, UT ER APRES 0 


. ’ \ A; ’ r 
la somme des racines est égale à — ni générale- 


0 
ment la somme des produits n à n des m racines est 
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| A re | 
égale à (—:1)" RE en particulier le produit des m ra- 
0 


cines est (—1)" nm, 
Ao 
On obtient effectivement ces égalités en effectuant le 
produit Aç(z—a;)(z—a)...(z— a») qui doit repro- 
duire exactement le premier membre de l'équation pro- 
posée, eten écrivant que les coefficients des mêmes puis- 
sances de z sont égaux de part et d’autre. 


Corozaire II. — Si les coefficients du polynôme 
f(z)sont réels, et que, parmi les facteurs linéaires de ce 
polynôme, ily en ait n qui soient égaux à z—(p+iq), 
q étant différent de zero, il y aura également n fac- 
teurs linéaires de f(z) égaux à z—(p—iq); et en 
conséquence le polynôme f(z) contiendra le facteur 
réel [(z— p}?+ q° |". 


En effet, le polynôme f(z) étant décomposé en fac- 
teurs linéaires, on a 


F(z) =Ao(z— a)(z2—a)...(z2— a»); 


si, dans cette identité, on change : en —: le premier 
membre ne changera pas, puisque ses coefficients sont 
réels ; on aura donc 


f(z)= Ao(z—a,)(z—a,)...(z2— a), 


a, désignant généralement ce que devient a, quand on 
remplace z par —i. Il résulte de là que, si, parmi les fac- 
teurs linéaires de f(z), il y en a un ou plusieurs qui 
soient égaux à z—(p+iq), il y aura précisément un 
même nombre de facteurs égaux à z — (p — 14). 


CorozzarrEe III. — Si la fonction entière f(z) du 
degré m s'annule pour diverses valeurs de z en nombre 
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supérieur à m, les coefficients des diverses puissances 
de z dans f(z) sont identiquement nuls. 


En effet, le coefficient de la plus haute puissance de z 
est nul, puisque autrement la fonction f{z) ne pourrait 
s’annuler que pour m valeurs de z. La foncuon f(z) se 
réduit ainsi au degré mn — 1; le coefficient de z*71 doit 
être nul pour la même raison, et ainsi de suite. 


Limites des modules des racines. 


46. Il est facile d’assigner deux limites entre lesquellés 
soient compris les modules de toutes les racines réelles 
ou imaginaires d’une équation. Soit 


EE 0 


une équation donnée dont le premier membre a pour va- 


leur 
f(z) = Ao7" + Az IE, HA, 12 + Am. 


Si l'on pose 
z — p{cosw +éisinw), A, —a,(cose, + sin, ), 


puis 





P—ap" cos (mo + «) He. + anp"cos(m—nw +2, ) Hit ep COS 





Q—40p" sin (mo + ao) + .uHa,ptsin(m 70 +a,) he + 4m SiNay) 


le carré du module R de f(z) pourra être mis sous la 


forme 
R?= [Pcos{(mo + &) + Q sin (mo + &) |? 
mm [Psin(mw + &o) — Q cos (m0 = ao) |?; 


si donc on fait 


V=Pcos(mo —+ o) + Q sin(m”0 QT ds) 


Le ap" +ap""1cos(o+ay— x) +. + C0S (Mmo+ao—a»), 
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on aura, pour toutes les valeurs de p et de w, 
R2 => V2. 
Désignons paraleplusgranddesmodules a,,&2,...,&m, 


et ajoutons à V la quantité 
p’! CRT 





a(prri+ pti, , 41) —a En 


qui est identiquement nulle, il viendra 


0 


a a 
Go P HN FL 


\ 


Bi 


+ Lea cos (a+ &9— ) Jp" + Si [a+a, cos(mot+ug—cm ] Le 


Pour toutes les valeurs de p qui satisfont à l'inégalité 
a 
p D. eo ar 4 
&o 


le polynôme V sera supérieur à zéro, etil en sera de mème du 
&y +a 





4 a Me 
module R. Doncla quantité 1 + — ou estune imite 


do “0 
supérieure des modulesdes racinesdel’équation proposée. 
Pour avoir une limite inférieure des mèmes mo- 


: 1 ! 
dules, il suffit de changer z en = dans l’équation pro- 


posée, et de chercher une limite supérieure des modules 
de l'équation transformée. Il est évident que si a” désigne 
le plus grand des modules &5, &i,..., 4m_1, la quantité 


dyn 


a + a» 


sera une limiteinférieure des modules desracines. 


Determination du produit des facteurs linéaires com 
muns à deux polynômes donnes. 


47. Soient 


U—A;z"+A ZM LE, , + A, 12H A,, 
V=B,z" +B;z1+,,,+B, 23 +B, 


\ 
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deux fonctions entières de z, l’une du degré m, l’autre 
du degré 7, et dont les coefficients sont des quantités 
quelconques données. Chacune de ces fonctions peut 
être décomposée en facteurs linéaires, et parmi les fac- 
teurs de U il peut s’en trouver quelques-uns qui appar- 
uennent aussi à V. Nous désignerons par D le produit 
de tous les facteurs linéaires égaux ou inégaux com- 
muns à U et à V, et ce produit D sera dit le plus grand 
commun diviseur des polynômes U et V. Dans cette 
recherche, les coefficients A, et B, des plus hautes puis- 
sances de z, dans U et dans V, ne jouent évidemment 
aucun rôle, et on peut les réduire à l’unité en divisant 
les coefficients de U par À, et ceux de V par Bs. 
Supposons, pour fixer les idées, que m ne soit pas 
inférieur à 7. Si le polynôme V divise U exactement, 
il sera évidemment le plus grand commun diviseur de- 
mandé ; mais supposons qu'il n’en soit pas ainsi; dési- 
gnons par Q le quotient et par R le reste de la division. 


On aura 
U= VQ +R; 


si les coefficients A et B, n’ont pas été réduits à l'unité, 
l'opération que nous venons d’exécuter a pu introduire 
des coefficients de forme fractionnaire, ce qui n’a aucun 
inconvénient au point de vue théorique; mais on pourra 
les éviter si l’on veut, dans les applications, en multi- 
pliant U par un facteur constant convenablement choisi, 
avant de commencer la division. Cela posé, tout poly- 
nôme qui divise V exactement divise aussi le produit VO, 
et, s’il divise en même temps l’un des polynômesUetR, 
il divisera aussi le second. Il résulte de là que les poly- 
nômes Ü et V admettent les mêmes diviseurs communs 
que les polynômes V et R: donc, en particulier, celui 
des diviseurs communs à Ü et V qui a le degré le plus 
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élevé coïncide avec celui des diviseurs communs à V et 
R qui a le plus fort degré; en d’autres termes, le poly- 
nôme D que nous cherchons est le plus grand commun 
diviseur des polynômes V et R. 

Nous diviserons donc V par R, et, si la division se 
fait exactement, R sera le plus grand commun diviseur 
demandé. S'il n’en est pas ainsi, désignons par R, le 
reste de la division de V par R; le raisonnement que 
nous avons fait plus haut nous prouve que le polynôme 
demandé D sera le plus grand commun diviseur des 
polynômes R et R;. On peut continuer de la même 
manière jusqu’à ce que l’on arrive à un reste R, quisoit 
indépendant de z, et cela ne peut manquer d’arriver 
puisque les degrés des restes successifs R, R,,...,R, ;, 
R, forment une suite décroissante. Si ce reste constant 
R,, est zéro, le polynôme demandé D sera égal à R,_;; 
mais si le reste constant R, n’est pas nul, les polynômes 
proposés UÜ et V n'auront pas de diviseur commun, et 
l’on dit alors qu'ils sont premiers entre eux, où que 
leur plus grand commun diviseur est l'unité. 

De là résulte cette importante proposition : 


THéoRÈme 1. — Si deux équations U — 0, V —0 ont 
pu racines communes égales ou inégales, on pourra for- 
mer par de simples divisions algébriques une équation 
D = o de degré u qui admettra ces p racines. 


48. On peut tirer de ce qui précède une autre propo- 
sition qu'il convient de remarquer, savoir : 


Taéorbue [I — Si U et V sont deux fonctions en- 
ières de z, sans diviseur commun, on pourra trouver 
deux autres fonctions entières de z, X et Y, telles que 


l’on ait 
UX — VY TS 
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En effet, si l’on exécute l'opération nécessaire pour 
trouver le plus grand commun diviseur de U etde V,on 
arrivera à un reste R, indépendant de z et différent de 
zéro. On aura alors une suite d’égalités, telles que 


U—=VQ+R, 
he RQ; #& R;, 
R—=R,Q, + R>, 


Bus — Ry-o Qu + Ry-1 
Rio — Ris Q + Ry. 


La dernière de ces égalités peut s’écrire 
(2) R,_ y: R,- Qu = R,; 


ürons de l’avant-dernière des égalités (1) la valeur de 
R,_, pour la substituer dans l'égalité (2), 1l viendra 


(3) QuRys — (1 + Qui Qu) Ruo = — Ry; 


considérons pareillement l'égalité qui précède les deux 
dernières dans le système (1), tirons-en la valeur de 
R,_, pour la substituer dans l'égalité (3), et continuons 
la même série d'opérations : 1l est évident qu’on formera 
de cette manière une suite d’égalités dans lesquelles le 
second membre sera alternativement +R, et — R, et 
dont le premier membre sera la différence de deux fonc- 
tions consécutives prises dans la suite 


RON DANS A0 EL REVERS 


multiphiées l’une et l’autre par une fonction entière com- 
posée avec les quotients Q, Q,, Q:, .... La dernière de 
ces égalités sera de la forme 


MUPPNN=ERRS 
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et, en désignant par X et Y les quotients de M et N par 


la constante Æ R,, on aura 


pm) 


UX — VY = 1, 


Des fonctions entières dans lesquelles plusieurs facteurs 
linéaires sont égaux. 


49. Taéorbme Ï. — Le plus grand commun diviseur 
entre une fonction entière f(z) et sa dérivée f"(z) est 
égal au produit des facteurs linéaires multiples qui fi- 
gurent dans f (z), élevés chacun à une puissance moindre 
qu'une unité. 


La fonction f (az) étant décomposée en facteurs li- 
néaires, soit 


flz)=(z—-a)(z—a)...(z— a), 


on sait que la dérivée f’(z) est le coefficient de la pre- 
mière puissance de À dans le développement de la fonc- 
tion 


Haha) —=(:— a+) (z—a+h)...(2— a, +k), 
Jz) 
f(x) 


puissance de h, dans le développement de 


flz+h) Av ke | | k | ) 
Er AT eee) I —- I <- LACRE 1 , 
fl) z— 4, Z— do Z2—4» 


et l’on aura par suite 


(x) 4; I I 
—  —— + oc + — 
f{z) Z— 4; Z — A5 : Z— 4» 





le quotient sera donc le coefficient de la première 























S1, parmi les racines &,, &s, ..., am, il ÿ en a m, égales 
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à &y, Ma égales à &:, ..., mn égales à a», 1l viendra 


Vs RL Tr m; My 


f(z) 2—a  z—a, CRCR SR 








les nombres m,, mo, ..., m, dont la somme est mn étant 
égaux ou supérieurs à l'unité. Le second membre de cette 
égalité se réduit à une fraction dont le dénominateur est 


e()=(s—&)(2— 2)... (2— a), 
et dont le numérateur 


d(z)=m(z—a)..(z—a,) + m(z—a)...(z—a,)+.…. 


+ mn(z— «)...(z— a) 


n’est pas divisible par l’un des facteurs de 9 (z), puisque 
toutes les parties de d(z) contiennent ce facteur à l’ex- 
ception d'une seule. L'égalité précédente donne 


f(x) 


RTE) 





x p(z); 


et, d’après ce que nous venons de dire, elle montre que 
f(z) 
p(z) 
est le plus grand commun diviseur des deux polynômes 


fie) et f'(z). Le degré de ce plus grand commun divi- 


seur est 7 +M+... + Mn—nOouMm—Nn. 


ù 





__ (z — 278 Ci cu —— a PIRE : .(z — CPR. 


n 


90. THéorëME Il. — Si une fonction entière f(z) a 
des facteurs linéaires multiples, on peut obtenir, par 
de simples divisions algébriques, le produit des facteurs 
linéaires qui figurent dans f (z) avec un méme expo- 
sant. 


D'après ce qui précède, si f(z) et sa dérivée f”(z) 


n’ont pas de diviseur commun, le polynôme f(z) n’aura 
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que des facteurs linéaires simples. Mais, si f(z) et f'(z) 
ont un plus grand commun diviseur f, (z), le polynôme 
f(z.) aura au moins des facteurs doubles, et, dans tous 
les cas, f,(z) sera le produit des facteurs linéaires de 
f(z) élevés chacun à une puissance moindre d’une unité. 
On peut raisonner sur f,(z) comme nous venons de le 
faire à l'égard de f(z); supposons généralement qu’on 
trouve un plus grand commun diviseur f, (z) à f,(z) et 
à sa dérivée, qu’on en trouve aussi un f; (z) à f:(z 

à sa dérivée, etc., que l’on en trouve un enfin f,_,(z) à 
În-2 (z) et à sa dérivée, et que ce dernier plus grand 
commun diviseur soit premier avec sa dérivée. On con- 
clura de là que le polynôme f(z) a des facteurs linéaires 
multiples de l’ordre 7, mais qu'il n’en a aucun d’un 
ordre supérieur à 2. En outre, si l’on désigne générale- 
ment par Z, le produit des facteurs linéaires de f(z) 
d'ordre y, pris chacun une fois seulement, il est évident 
que l’on aura 


SE (z) — Lys 
fn—2 (z) == 76 Zn; 


An AE nt Z: Fr VAFR' ES 

ete eee ete nn ete , 
PNR 7 72 
REZ ani ZiZs, 
A2) Zn Znnie + 25 Zi ae 


Si l’on fait 


ft (z) 


DA FD 0 et FLE (2) = Q;; 
on aura, en divisant chacune des égalités que nous ve- 
nons d'obtenir par celle qui la précède et en conservant 


S.— Alg. sup., L 8 
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la première d’entre elles, 
Q;u—7Z;, 


Qe == Ze Vers 
ra 2 | w ar 
O2 == 117 Zi Zu 


Q Ti Zn Lai TS Las 
Qi, —Z;Zn 1... 2Zo7ae 


Enfin, en divisant encore chacune de ces équations par 
celle qui la précède, 1l vient 





PERD LIRE DIRATIEE SE re RE 


d’où suit que les polynômes Z,, Z:,..., Z,s’obliendront 
par de simples divisions. 

D’après l'hypothèse que nous avons faite, 1l y a cer- 
tainement des facteurs linéaires de l’ordre 7 dans f(z); 
mais ceux des ordres inférieurs peuvent faire défaut, 
et, dans ce cas, les valeurs de ZLn_1, ou de Z,_», ou etc:, 
doivent se réduire à des constantes. 


CorozLarre.— La résolution d'une équation qui a des 
racines égales se ramène à celle d’une ou de plusieurs 
équalions qui n'ont que des racines simples. 


Propriété des dérivées des fonctions entières. 


91. Considérons d’abord une fonction entière f (2), 
dans laquelle les coefficients soient des quantités réelles, 
et supposons que la variable z reste réelle. Si l’on donne 
à cette variable une valeur particulière z, pour laquelle 

EP z\one SOLIDE : 
la dérivée /’(z) ne soit pas nulle, et que l’on pose 
f(z0+4) — f{ 2) 


. hi —J" (20) + 60 


2 
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on pourra (n° 40) assigner une quantité positive r telle, 
que pour toutes les valeurs de L comprises entre —7 et 
+ 7 le premier membre de la formule précédente ait 
le signe de f"(z0). 11 s'ensuit que, si f”(z,) est une quan- 
tité positive, la fonction f(z) croîtra constamment quand 
on fera croître z depuis z9—7 jusqu’à z5+7. Au con- 
traire, si f'(zo) est négative, f(z) décroîtra quand z 
croîtra de z5— r à z9+r. De là résulte la proposition 
suivante : 


* 


Taéorëme Ï. — La fonction entière f(z) supposée 
réelle croît avec la variable réelle z, tant que la de- 
129 r / # - . [l d Fr > &". d LL . 
rivée f'(z) reste positive, et elle decroît quand on fait 
croitre z, tant que la dérivée f'(z) est négative. 


Il faut remarquer que, z croissant de — à +, la 
dérivé f'(z) peut s’annuler une ou plusieurs fois, mais 
cette circonstance ne peut être l’occasion d’une difficulté. 
Supposons, par exemple, que f”(z) s’annule pour z = 2, 
et prenons une quantité g assez petite pour que Z9 soit la 
seule racine de f’(z)—o comprise entre z,—g et 
Zo—+ g; désignons en même temps par À une quantité 
positive inférieure à g et aussi petite d’ailleurs que l’on 
voudra. Le théorème précédent s’appliquera sans diffi- 
culté, quel que soit 2, aux valeurs de z comprises entre 
Zo— g et Z5—houentrezs+h et z+2; or ces deux 
intervalles se succèdent à la limite quand on fait :— 0. À 
l’énoncé qui précède, on peut, si l’on veut, substituer le 
suivant : 

La fonction entière f (z) supposée réelle croit avec la 
variable réelle z, tant que la dérivée f'(z) n'est pas né- 
gative, et elle décroit quand on fait croître z, tant que 
la dérivée f'(z) n’est pas positive. 


52. Nous allons établir actuellement un théorème ana- 
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logue au précédent et qui se rapporte au cas général où les 
coefficients de la fonction f(z ) sont des quantités quel- 
conques réelles ou imaginaires, et où la variable reçoit 
aussi des valeurs quelconques. 


Posons 
2 — p (cosw + isinw), 


et soit 
f(z)= 407" +A 2 +... + A, 


ou 
fa) = Asp"(cosmo +isinmew)+:..+4;. 


La dérivée f'(z) a pour valeur 
f'(z)=mAsz"t+ (m—i)Aiz" 2 +... 
d’où l’on conclut 
2f'(z) = mAsz" + (m—i)A;z" +... 


d’un autre côté, f(z) est fonction entière de la va- 
riable réelle p, et si, en se plaçant à ce point de vue, on 
nomme /,(z) la dérivée de f(z), on aura 


pfilz}= mA;p" (cos mo +isnmoe)+..,, 


La comparaison des deux formules précédentes donne 


2f(z)=pAz) d'où F(:)= LA (2). 
D’après cela, la formule 
f2+ 4) — fa) = APE) + he 
du n° 42 deviendra 


(1) (a+ 2) —(2) = É (2) + be, 


e désignant toujours une du qui s’annule en même 
temps que }. 

Cela posé, supposons que l'accroissement 2 donné à z 
ne change pas le module de cette variable et qu’il ait seu- 
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lement pour effet d'accroître l'argument w de la quan- 
tité 0, on aura 


z2+ h — p[cos(w + d)+isin(w+d)] 
= p (cosw + isinw) (cos à + isind), 


d’où l’on tire facilement 


la formule (1) devient alors 





, = Sd ( 2 ing 22) : 
f(z+4 2 NÉ ne 6 
f(z+h)—f(z) =psin * tang — | LA (#1 + 2e] 
ou 
(2) Fza+h)—f{z) =psinstifi(z) +n] 


en posant 
| I Z 
(z) + (5 ung 23) as 


h PTIT : 
Le module de . est 2 sin - d; donc, la valeur de z étant 
D. 





donnée, on pourra prendre d assez petit en valeur absolue 
pour que le module de À soit moindre qu'une quantité 
donnée quelconque. Dès lors la même chose aura lieu à 
l'égard de e, et aussi à l’égard des modules des deux par- 
ties qui composent la valeur de n; donc enfin, si la valeur 
absolue de d'est suffisamment petite ,le module de 1 sera 
inférieur à une quantité quelconque donnée r. Posons 


f(z)=P +iQ, 
f(z+h)—=(P+AP)+i(Q+A4Q), 

Jfilz) = P'+iQ", 

n—«x +6, 


l'équation (2) deviendra 


AP + iAQ — psind { — Q'+ iP') + psind (x + 6), 
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et elle se décomposera dans les deux suivantes : 
Pr (— Q'+a)psind, 
4Q —(+P'+6)psinod. 


Puisque le module de « + 61 est inférieur à r tant que la 
valeur absolue de d reste au-dessous d’une certaine limite 
æ et 6 seront compris entre —r et +7. D'ailleurs 7 est 
aussi petit que l’on veut; done si P'et Q' ne se ré- 
duisent pas à zéro, les quantités AP et AQ seront res- 
pectivement de même signe que —Q' sin d et + P’sin Ô. 
De là résulte le théorème suivant: 


Taéorkme IL. — Soit f(z) une fonction entière de 
la variable imaginaire z—p (cosw+1sinw); posons 
f(z)=P+1iQ, P et Q étant des fonctions réelles et 
entières de p qui dépendent aussi de l'argument w, et 
désignons par P', Q' les dérivées des polynômes P etQ 
prises par rapport au module p. Si l’on attribue à ce 
module p une valeur déterminée et que l’on fasse croître 
l'argument w de o à 27, la fonction Q croïtra tant que 
P' sera positive et elle décroïtra tant que P'sera néga- 
tive. Au contraire, la fonction P décroitra tant que Q 
sera positive et elle croitra tant que Q' sera négative. 


Théorème de Cauchy. 


b3. La variable imaginaire 
(1) LR TU 


peut être figurée géométriquement (n° 44) par un point 
mobile M ayant pour abscisse x, et pour ordonnée y, re- 
lativement à deux axes rectangulaires fixes OxetOy. Si 
p et w désignent les coordonnées polaires du même point, 


on aura 
T—pCOSo, y —psNe, 
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et, par suite 
(2) Zz—p{cosw +—isinw), 


en sorte que p est le module et w l'argument de la va- 
riable imaginaire z. , 

En outre, si f(z) désigne une fonction entière de z 
d’un degré quelconque m dans laquelle les coefficients 
soient des quantités réelles ou imaginaires données, on 
aura, en remplaçant z par la valeur (1), 


f(z)=P+i, 


P et Q étant des fonctions réelles et entières des coor- 
données x et y; d’où il résulte, comme nous l'avons 
déjà dit, que la recherche des racines de l'équation 


(ah ='0o 


équivaut à celle des points pour lesquels on a simul- 


tanément 
00 E"0, 


et auxquels nous appliquons, pour abréger, la dénomi- 
nation de racines. 

Enfin, si le polynôme f(z) est divisible par la nine 
puissance de z— z,, sans l’être par une puissance supé- 
rieure du même binôme, nous sommes convenu (n° 45) 
de dire que l'équation f(z)=0 a n racines égales à z,; 
on a, dans ce cas, 


A CRIS ee Or AE 20) = 0, 
mais la dérivée du ni°% ordre, f"{z), ne s’annule pas 


pour Z e—. Z0: 


94. Ces notions rappelées, nous nous proposons d’éta- 
blir ici une proposition importante due à Cauchy et qui 
constitue l’un des plus beaux théorèmes de l’Algèbre. 
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La démonstration que nous allons présenter sera fondée 
sur le lemme suivant: 


LEmmE. — Soient z—x<+iy une variable imagt- 
naire etf(z)—P+1iQ une fonction entière de z, d'un 
degré quelconque m P et Q étant des quantités réelles. 
Supposons que l'équation f(z)=0 ait n racines égales 
à Xo+iYo, 2 pouvant étre égal à 1,et considérons le 
point G dont les coordonnées sont xo et Yo, relative- 
ment à deux axes rectangulaires Ox, Oy. Décrivons 
une circonférence du point G comme centre, avec un 
rayon p suffisamment petit, et désignons par © l'angle 
formé, avec la direction Ox, par la direction du 
rayon GM, de manière que cet angle soit nul quand GM 
a la direction deOxet qu'il croisse quand le rayon GM 
se meut toujours dans le méme sens, en s'élevant de O x 
vers Oy. Cela posé, si le point mobile M, partant 
d'une position quelconque, décrit la circonférence en- 
tière pour revenir à sa position première, c'est-à-dire 


De P à 
si l'angle w augmente de 27, le rapport 6’ qui, pour 


chaque position du point M, a une valeur déterminée, 
s'annulera précisément autant de fois qu'il y a d'unités 
dans le nombre 2n, et, en s'annulant, ce rapport pas- 
sera toujours d’une valeur positive à une valeur né- 
gative. 





p L P $ z 
On pourrait ajouter que le rapport — devient infini 


un nombre de fois égal à 27, et qu’à chaque fois 1l 
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passe d’une valeur négative à une valeur positive ; mais 
nous avons voulu réduire notre lemme à ce qu'il a 
d’essentiel pour l’objet auquel nous le destinons. Il 
donnera d’ailleurs le complément dont nous venons de 
parler, si on l’applique à la fonction :f(z). Faisons 
encore une remarque importante : pour que le rapport 


ir : s à 
— ait en chaque point de la circonférence une valeur 


Q 


déterminée, 1l suffit que le rayon p ne soit pas égal à 
la distance du point z, à l’un des autres points racines 
de l'équation f(z) — 0; mais rien ne limite la petitesse 
de p, et ce rayon se trouvera assujetti, dans notre dé- 
monstration, à être moindre que la plus petite des dis- 
tances dont nous venons de parler. 


Posons 
Z2—=20+k; 


comme on a, par hypothèse, 
DA OR ES OT fes) — 0, 


et que f#(z0) n’est pas nulle, la valeur de f(z) or- 
donnée suivant les puissances de 2 sera 


72 1.2...Mm 


(1) 3 Es 


AL 6 (YO . 


S1 l’on désigne par p etw le module et l'argument 
de la variable 2, on aura 


k = p (cose + isinw); 


représentons en outre par C, et &, le module et l’argu- 


F#(20) 


ment de la quantité » de manière que l’on ait, 


DA] 


pour toutes les valeurs 7, n+:1,..., m de u, 


f#(2) Je 
= — C,.({cosa, + sine, ); 
12 . .{ 
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l'expression de f(z) deviendra 


fa) = Cnp'[cos(ro + an) +isin(ro +a,)]-+... 
+ Cp" [cos(meo+u,) + à sin (mo + CAVE 


(2) 





et l’on aura, en conséquence 


P — C,p"cos (ro + a) +...+C,p"cos(mo—+ax»), 
QE; CpEsSin (70 + tn) TOR DE sin (mo + an ); 


(3) 


on aura aussi, en désignant par Q la dérivée du poly- 
nôme Q par rapport à la variable po, 





(4) Q'—=72C,;p tsin(ro+a,) +...+mC,p”" !'sn(mu 2x, 


Cela posé, quel que soit l’angle w, on peut faire 
(5) no +a=K—+e, 


en désignant par K un entier positif ou négatif et par ne 
. Te T 
un angle compris entre — 7 et + mA 
Supposons d'abordquelenombreK soit impair, et posons 
K—24 +1, 
les formules (3) et (4) deviendront alors 
[—1)P—— C,p"sinre+..., 
(6) (—1)fQ — + C,p" cosne+..., 
(—1}Q'= + nC,0"-! cos ne +... 
Soit maintenant ÿ un angle positif déterminé, inférieur 
aire < , 4: . 
à — et aussi petit d'ailleurs que l’on voudra; on pourra 
ra 
(n° 40) assigner une quantité positive r telle, que dans 
chacun des polynômes 


= (> p" sin n0 + Ch: DU JS SE NER Gb 
se Cr p" cos 20 + CGrriprti ee 2 + Cp”, 
EnCnp*cosn0 (x +1)Cnspti +... + mCmp”, 
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Li 


le module du premier terme soit supérieur au module de 
la somme de tous les termes suivants pour toutes les va- 
leurs de p comprises entre o et r. Nous donnerons à p une 
valeur déterminée au-dessous dela limite r, et cette valeur 
sera lerayon du cercle que nous avons à considérer. 


D'après cela, € étant compris entre — ET CNE t er 
n 4 

cet angle tombe en dehors des limites — 6 et +0, la 
valeur absolue de sin 2e sera supérieure à sin 20, et, en 
conséquence, le module du premier terme du second 
membre, dans la première des formules (6), surpassera 
le module de la somme des termes suivants; donc P ne 
peut s’annuler que si e est compris entre — 0 et + 0. 
Mais, pour les valeurs de £ comprises entre — 8 et +06, 
le premier terme du second membre, dans chacune des 
deux dernières formules (6), est supérieur au module de 
la somme des termes quisuivent; par conséquent(—1)Q 
et(—1)*Q" sont positifs. Alors le polynôme (—1)*P dé- 
croît constamment (n° 52) quand € croît de —0 à +8; 
ce polynôme a d’ailleurs le signe + pour e = —8, etila 
le signe — pour e—+6; donc il s’annule une fois, et 
seulement une fois, quand e croît de —6 à + 0. On voit 
aussi que (—1)# P passe en s’annulant d’une valeur posi- 
tive à une valeur négative; et, comme (—1){Q reste po- 


sitif, on peut dire que le rapport G s’annule une fois en 


passant du positif au négatif, quand e croît de —0 à +0. 
S1 le nombre K est pair et que l’on ait 


Ko, 


la première des formules (6) devra être remplacée par la 


suivante : 
(—1)P= + Cp" cosne +...; 


l’angle 8 défini plus haut est inférieur à T7. il en est de 


{n° 
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même de la valeur absolue de €; d’où il résulte que 


cosne est supérieur à sinz6, et, en conséquence, la 
. « . T 
fonction P ne s’annule pas quand € varie de RC 
na 


: T 
d 





An 

Maintenant, si, en partant d’une valeur quelconque 
de w, on veut décrire la circonférence entière, de ma- 
nière à revenir au point de départ, il sera nécessaire 
et suffisant de donner à l’entier K 47 valeurs entières 
consécutives quelconques 0, 1, 2, 3,..., (4n—1) par 
exemple. À chacune des 2 valeurs impaires de K corres- 
pondra une valeur de € comprise entre —0 et -+ 6, pour 


P EL A 
laquelle le rapport 6 s’'annulera en passant du positif 


au négatif, ce qui achève la démonstration de la propo- 
sition énoncée. Nous aurions pu abréger cette démon- 


| T ÿ PR 
stration en prenant 0 — ren. mais le procédé que nous 
avons suivi à l'avantage de montrer que les valeurs de 


1%. +70 
no + 4», pour lesquelles 6 s’'annule, ont pour limites les 


multiples impairs de?» quand on fait décroître indéfi- 
5 


niment l’an gle 6. 


99. Au moyen du lemme que nous venons d'établir 
et en faisant usage de considérations ingénieuses que 
nous empruntons à une Note de Sturm et Liouville (1), 
on démontre très-facilement le théorème de Cauchy, 
qui consiste dans la proposition suivante : 


TaéorÈme. — Soient z une variable imaginaire 
x +iy, f(z) — P+1iQ une fonction entière de cette 





(") Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1*® série, 1. LE, p. 278. 
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variable, P et Q étant des fonctions réelles et entières 
des variables x et y. Tracons dans le plan des axes 
rectangulaires Ox, Oy un contour fermé quelconque 
qui ne passe par aucun des points racines de l'équation 


f(z) = 0, auquel cas le rapport — aura, en chaque 


point du contour, une valeur déterminée. Si l’on suit 
le contour ABCD en partant d'un point quelconque À 
et en marchant toujours dans le méme sens ABCD jus- 
qu'à ce qu'on soit revenu au point de départ, le rapport 


P . . , 
Q prendra diverses valeurs, et il passera par zéro 


chaque fois que P sera nul, tandis qu'il deviendra in- 
fini lorsque Q s'annulera. Cela posé, soit k le nombre 


de fois que le rapport +; en s'évanouissant et en chan- 


Q 


geant de signe, passe du positif au négatif, k le 
nombre de fois que le méme rapport, en S'évanouis- 
sant et en changeant de signe, passe du négatif au 
positif; le nombre k ne sera jamais inférieur à K' et 
l'excès k—k = À sera toujours égal au double su. du 
nombre x des racines égales ou inégales de l'équation 
f(z)=0, comprises dans la portion du plan limitée 


par le contour ABCD. 





Le contour fermé ABCD est quelconque, convexe ou 
non convexe; pour bien fixer le sens dans lequel ce 
contour doit être parcouru, imaginons un cercle d’un 
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rayon aussi petit que l’on voudra, qui touche le con- 
tour au point de départ À et qui soit entièrement situé 
dans l’espace limité par ce contour; en même temps sup- 
posons que l’on ait transporté les axes O x et Oy pa- 
rallèlement à eux-mêmes au centre du cercle. Si l’on 
parcourt la circonférence du cercle en marchant de l’axe 
des x vers l’axe des y, lorsqu'on atteindra.le point A, 
la direction du mouvement sur le cercle sera aussi celle du 
mouvement que nous considérons sur le contour ABCD. 

Remarquonsencore que, d’après l’énoncé du théorème, 


on n’a point à considérer les changements de signe que 


. 5 < ; 5 . 
peut offrir le rapport = quand il devientinfini; en outre, 


Q 


il peut arriver que ce rapport s’annule sans changer de 
signe, mais il n’y a pas lieu de se préoccuper de cette 
circonstance. Ajoutons que, pour abréger le discours, 
l’excès À sera dit l’excès relatif au contour donné ABCD. 

La démonstration que nous allons présenter se com- 
posera de quatre parties : 


1° St le théorème énonce a lieu pour deux contours 


ABCA et ADBA qui ont une partie commune AB, il a 


y 








lieu aussi pour Le contour total ADBCA fornie par leur 
reunion. 
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En effet, soient p le nombre des racines égales ou 
inégales comprises dans le contour total ADBCA, et A 
l'excès relatif à ce contour; soient aussi w/et À’, w’et A 
les quantités analogues pour les contours respectifs ABCA 


et ADBA. On a, par hypothèse 
M PATTES TRE 


mais la somme À’-+ À” se compose évidemment de 
l'excès À augmenté de la somme des deux excès qui ré- 
pondent l’un à la partie AB du contour partiel ABCA et 
l’autre à la partie BA du second contour ABDA; il est 
évident que ces derniers excès sont égaux et de signes 
contraires; donc on a 


A — A’ A be A”; 
d’ailleurs 
br pu LE ri 
donc 
= Lee 


Il résulte de là que : 


S1 Le théorème énonce a lieu pour un nombre quel- 
conque de contours juxtaposés, il a lieu aussi pour le 
contour forme par leur reunion. 


2° Le théorème énoncé a lieu lorsqu'il n'y a aucune 
racine de l'équation f(z)—0, dans l'espace limité par 
le contour donne. En d’autres termes, si l’on a 0 
on a ausst À — 0. 


En effet, il peut y avoir dans l’intérieur du contour 
donné comme sur le contour même des points pour les- 
quels on à soit P—0, soit Q —o; mais, par hypothèse, 
il n’en existe aucun pour lequeNon Atari PE 0, 
Q = 0. Il résulte de là que l’on peut toujours décom- 
poser l’espace limité par le contour donné en plusieurs 
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parties telles, que chacune ne renferme dans son inté- 
rieur Ou sur son contour aucun point pour lequel on ait 
P — 0, ou aucun point pour lequel on ait Q = 0. En 
outre, d’après ce qui précède, le théorème de Cauchy 
subsistera pour le contour donné, s’il a lieu pour les di- 
vers contours partiels dont nous venons de parler; 1l 
suffit donc de considérer ces derniers. 

Si, dans l’intérieur d’un contour et sur ce contour, on 
n’a jamais P—0,:1l est évident que l’on a À — 0, puisque 


Lie ; : ; 
le rapport 0 ne s’annule pas. Si, au contraire, la fonc- 


tion P s’annule, mais que l’on n’ait jamais Q = 0, la 
fonction Q conservera le même signe aux divers points 


du contour et le rapport GAROU changer de signe 


qu’en s’évanouissant. D'ailleurs, comme ce rapport re- 
prend sa valeur primitive quand on a parcouru le con- 
tour entier, 1l est évident que, s’il s’est annulé # fois en 
passant du positif au négatif, il s’est annulé pareille- 
ment X fois en passant du négatif au positif. On a donc 
encore À = o. 


3° Le théorème énoncé a lieu lorsque l'équation 
f(z) — o n'a qu'une seule racine, d’un degré de multi- 
plicité quelconque n, dans l’espace limité par le con- 
tour donné. On a, en conséquence, À = 2n. 


y 





Soient ABCD le contour donné et G le point racine 
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du degré 7 de multiplicité. Si du point G comme centre, 
avec un rayon suffisamment petit, on décrit la circon- 
férence MINK, puis que l’on joigne respectivement les 
deux points Met N de cette circonférence à deux points 
P et Q du contour donné, le théorème de Cauchy aura 
lieu, d’après ce qui précède et d’après le lemme du 
n°54, pour les trois contours juxtaposés KNQDAPMK, 
MINKM et IMPBCQNI ; donc il a lieu pour le contour 
proposé ABCD qui résulte de la réunion des trois pré- 
cédents. Les deux premiers des contours dont il vient 
d’être question ont la partie commune NKM, et leur 
réunion forme le contour NODAPMIN ; celui-ci a, avec 
le dernier destrois considérés, la partie commune PMINQ, 
et leur réunion forme le contour ABCD. 


4° Le théorème énonce a lieu, quelque soit lenombre 
des points racines compris dans le contour donné. 


En effet, on peut décomposer l’espace limité par le 
contour en plusieurs parties qui ne contiennent chacune 
qu'un seul point racine; le théorème aura lieu pour 
chacun des contours partiels que l’on obtiendra ainsi, 
et en conséquence 1l aura également lieu pour le con- 
tour proposé qui résulte de leur réunion. 

Le théorème de Cauchy est donc complétement: dé- 
montré. 


56. Il faut remarquer que la démonstration précé- 
dente ne suppose en aucune façon l’existence du prin- 
cipe d’après lequel toute équation a une racine, et 
J'ajoute que ce principe n’est qu'un corollaire du théo- 
rème de Cauchy, lequel peut être regardé dès lors 
comme le fondement de la théorie des équations. Voici, 
en effet, une démonstration nouvelle du principe du 
n° 44, qui est analogue à celle du lemme du n° 54. 

S., Alg. sup. — A 9 
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‘tant donnée l’équation f(z) — 0, traçons deux axes 
rectangulaires et décrivons de leuroriginecomme centreun 
cercle dont lerayon p soit aussi grand que l’on voudra. Soit 


(HO (3) = 402 APT HO FAR A7, 
si l’on désigne par GC, et «, le module et l'argument du 
coefficient A,, et que l’on pose 
2 p (cosw +isino), 
on aura 
F(z)=Cop"[cos (me + à) +isin(mo +zx)]+.,. 
+ Cip[cos (o +an_;) + isin (© + a» )] 


+ Ch (cos am +isina,); 


en faisant, comme précédemment, 
AUS ET 
il viendra 
PE Cop”” cos (mo + vo æo) Se oIT C1 p cos (ow + m1 ] T2 Cr COS» 
Q — Gp” sin(mo + ap) +... +Cm_1p Sin(o + a») + Ch Sinams 
et, en désignant par Q" la dérivée de Q par rapport à p, 
on aura ainsi 
(10 Gen sin (mo + ao) +... + Cu sin (© + &y—1). 


Quelle que soit la valeur de w, on peut faire 
| T 
(4) mo + a —K—+me, 


K étant un entier et me étant un angle compris entre 


T T 
—-et+-. 


4 4 


Si K est un nombre impair 24 +1, les formules (2) 
et (3) deviendront 
(— UE Ed C p”?sinm € + ., 
(5) (— 1}fQ = + Cp”cosme+..., 


(— 1) Q = + m Cp !cosme + 
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aussi petit d’ailleurs que l’on voudra; on pourra assigner 
une quantité positive r telle, que dans chacun des po- 


Soit 4 un angle positif déterminé, inférieur à et 


lynômes 


LE CGp"sinm0 + Cp it... + Cnip + GC; 
“ab p’cosm0 + C DER ire Cr Fe re Cm 
LE m Co pt cosm 0 + (m — 1) Cp" +, + C1 


le module du premier terme soit supérieur à la somme 
des termes suivants, pour toutes les valeurs de 9 supé- 
rieures à 7; nous supposerons que la valeur choisie pour 
p soit supérieure à cette limite, 


Lä La e Tr T . 
Cela posé, e étant compris entre — -— et + -—; si cet 


4m 4m 
angle tombe en dehors des limites — 8 et + 8, la valeur 
absolue de sinme sera supérieure à sin m0, et, en consé- 
quence, le module du premier terme du second membre, 
dans la première formule (5), surpassera le module de 
la somme des termes suivants; donc P ne peut s’annuler 
que sie est compris entre — 0 et + 0. Mais, pour les 
valeurs de € comprises entre — 8 et +9, le premier 
terme du second membre, dans chacune des deux der- 
nières formules (5), est supérieur au module de la 
somme des termes qui suivent; par conséquent (— r1)*Q 
et (—1)*Q" sont positifs. Alors le polynôme (—1)*P 
décroît constamment (n° 52) quand & croît de — 8 à + 0; 
ce polynôme a d’ailleurs le signe + pour e = —0,etila 
le signe — pour € = +0; donc 1l s’annule une fois, et 
une fois seulement, quand « croît de — 8 à + 9. On voit 
aussi que (—1)fP passe en s’annulant du positif au né- 
gatif, et, comme (—1)#Q reste positif, le rapport LS 


Q 


s’annule une fois en passant du positif au négatif. 
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Si K est un nombre pair 2k, la première des for- 
mules (5) devra être remplacée par 


(—1)ËP = + Co pcosm € + VER 


on a évidemment cosme > sinmb, et, en conséquence, 





, . . TT 
la fonction P ne s’annule pas quand e varie de — A 
mn 
UT 
à . 
+ a 


Maintenant, si l’on veut décrire la circonférence entière 
de rayon p, il sera nécessaire et suffisant de donner à 
l'entier K, dans la formule (4), 4m valeurs consécutives 
quelconques, par exemple o, 1, 2, 3, ..., (4m—1). À 
chacune des 2m valeurs impaires de K répondra une 
valeur de £ comprise entre — 6 et + 8, pour laquelle le 


P re : : 
rapport — s’annulera en passant du positif au négatif. On 


Q 


a donc, pour le cercle considéré, À — 2m, et, commele 
rayon p peut être choisi aussi grand que l’on voudra, on 
voit que : 

Une équation du degré m a précisément m racines. 


Transformation des équations. 


57. Le problème général dont il s’agit ici consiste à 
déduire d’une équation donnée, 


(1) HAS, 


une nouvelle équation dont les racines aient avec celles 
de la première une relation donnée. Le cas le plus simple 
est celui où chaque racine u de l'équation demandée est 
exprimable par une fonction rationnelle donnée d’une 
racine z de la proposée, c’est-à-dire par une fonction 
égale au quotient de deux fonctions entières @(z), Y(z). 


ee + 
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On a alors 


(2) u — —". 


Si l'équation proposée est du degré m, elle aura mn ra- 
CINES Zo, Z4 + Zm_1, Et 1l en résultera, pour u, m va- 
leurs correspondantes wo, Ui, ..., Um_1, d’où l’on peut 
conclure que l’équation en uw doit être, comme la pro- 
posée, du degré m. Nous reviendrons, dans la deuxième 
Section de cet ouvrage, sur l’importante question de la 
transformation des équations; ici nous nous bornerons à 
examiner le cas particulier où les polynômesæ(z)etd{(z) 
sont du premier degré; la formule (2) devient alors 


az <= b 
ad z+b° 


(3) es 


a, b, a!, b' étant des constantes données. On tre de la 


formule (3) 
(4) ee 


bou —4b 


COUT 
(ER CTEU 


et, en substituant cette valeur de z dans l'équation (1), 
on obtient l'équation demandée, savoir : 


bu— b 
Herr) = 0: 
TU 
il ne reste plus qu’à chasser les dénominateurs, pour 
mettre cette équation sous la forme 


(5) F(x)— 0, 


F(u) désignant une fonction entière de u. 

Il faut remarquer que la transformation exprimée par 
la formule (3) peut être réalisée en exécutant successi- 
vement plusieurs transformations plus simples qui se 
présentent très-fréquemment dans l’Algèbre. En eflet, 
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si a’ n’est pas nul, la formule (3) peut être mise sous 
la forme 
ba! — ab’ 
A Dee en. 
a 
3 An 
«a 
et l’on voit qu’elle résulte de l'élimination de z’ z/, z" 
entre les quatre équations 


! b' 


I 
1 


LOU 


1/2 
2 rm Le 


a 
u— 2" + —e 
a 


Lorsque a’ est nul, la formule (3) résulte de l’élimina- 
tion de z’ entre les deux 


FHEAUEE 
eo purs 
U== 7 — 0e 


b' 


Il résulte de là que les trois formules 
HE US Ur) QUES, 


qui sont comprises dans la formule générale (3), expri- 
ment des transformations élémentaires dont la combinai- 
son produit le même effet que la transformation lineaire 
la plus générale. 


58. La transformation u — «za pour objet de former 
une équation dont les racines soient égales à celles de la 
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proposée multuipliées par un nombre donné #; l'équation 
proposée étant f(z)— 0, la transformée sera 


Ge = 10 


en écrivant z au lieu de u. 

On peut toujours supposer que le coefficient de la 
plus haute puissance de z dans f(z) soit égal à 1; alors 
si, dans l'équation proposée, 
f(z)—=0o où z"+A,z"1L,,, + A, 3 + À, —o, 


les coefficients AÀ,, A2, ..., À, sont des nombres com- 
mensurables ou des expressions algébriques de forme 
fractionnaire, la transformation précédente permettra de 
ramener ces coefficients à la forme entière, en disposant 
convenablement de l’indéterminée «. Effectivement, après 
avoir chassé les dénominateurs, la transformée devient 


AUOT AY At + À, a?z1—2 ST + À aM—1z+ A, PL 0: 


et 1l suffira, pour remplir l’objet demandé, de donner 
à æ« une valeur telle, que les produits À, «* ne ren- 
ferment plus de dénominateur. 

Il faut remarquer le cas de & — — 1; alors la transfor- 
mation a pour objet de changer les signes des racines de 
l'équation proposée. Pour avoir la transformée en — z 
de l'équation f(z)= 0, il suffit de changer les signes 
de tous les termes de degrés impairs ou, si l’on veut, 
les signes de tous les termes de degrés pairs. En faisant 
le premier changement, si l'équation est de degré pair, 
et le deuxième, si l’équation est de degré impair, le 
premier terme sera toujours le même dans la proposée 
et dans la transformée. 


59. La deuxième des transformations élémentaires 


K Sr , . I . 
dont il a été parlé plus haut, savoir u = -; a pour objet 
Z 
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de former une équation dont les racines soient les in- 
verses des racines de la proposée. Si celle-ci est 


(1) A93% + A ZE... ,Ann1zF Ar =0, 


72 L I LA 
la transformée s’obtiendra en remplaçant z par ro Ou, Si 


I . ET 
l’on veut, par -: faisons ce changement, multiplions en- 
Z 


suite par z”*, et ordonnons par rapport aux puissances 
descendantes de z, il viendra 


(2) An 27 + ARSAr Tite +A,z + A, —= O. 


C’est ici l’occasion de présenter une remarque impor- 
tante relativement aux racines qui peuvent devenir infi- 
nies. Supposons que les coefficients 


A, À, A, CN. re 


dépendent d’une quantité £ susceptible de recevoir di- 
verses valeurs, et que, pour la valeur t — #5, les modules 
des n derniers coefficients deviennent nuls. Alors, parmi 
les m racines de l’équation (1), il y en a z qui se rédui- 
sent à zéro pour {= 15, et par conséquent les modules 
de leurs inverses deviennent infinis; donc, quand t tend 
vers la limite t,, les modules de 7 des m racines de l’é- 
quation (2) tendent vers l'infini; à la limite, cette équa- 
üon (2) se réduit au degré m— n, et elle n’a plus que 
mm — n racines finies. 


60. Il peut arriver que les équations (r) et (2) du nu- 
méro précédent coïncident. Dans ce cas, l'équation pro- 
posée est dite réciproque ; l'inverse d’une racine quel- 
conque est aussi une racine. 

D'après ce qui précède, si f(z) — o est une équation 
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réciproque du degré m, on aura identiquement 


pemes(:), 


À étant un facteur indépendant de z. Faisant z = +1, 
puis z——1,1l vient 


FA)=MS(), f—i= (ia fr). 
Si f (1) et f(— 1) ne sont pas nuls, c’est-à-dire si f(z) 
n'est divisible par aucun des binômes z +1, z—1,0on 
voit que À — 1 et que le degré m de l'équation est un 
nombre pair 2u. L'identité 
t\ 
(1) f(s)= #7 À) 


montre que l’on a alors 


(SL Ash Az TI 
+ A,_u28tl+ Az HA, 2... HA,z+ A, 


(2) 


en sorte que les coefficients de deux termes également 
éloignés des extrêmes sont égaux et de même signe. 

Supposons maintenant que F(z)= 0 soit une équa- 
tion réciproque pouvant admettre les racines + 1 et—1, 
et soit 


(3) F(s)=(s—1)(2+1)0f (2), 


f (z) n'étant pas divisible par z +1; il est évident que 
l'équation f(z) — o est réciproque, et en conséquence 
le premier membre f(z) a la forme indiquée par la for- 
mule (2). Maintenant, à cause des formules {1) et (3), 
on a l'identité 


F(z)}—{(—1)P224+P+9 r(:) : 


+ 
4 


il en résulte que, si p est pair, les coefficients des termes 
également distants des extrêmes dans F (z) sont encore 


138 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


égaux et de même signe. Mais, lorsque p est impair, les 
coefficients des termes également distants des extrêmes 
sont égaux et de signes contraires; dans ce dernier cas, 
lorsque 4 est impair, l'équation proposée est de degré 
pair, et le terme du milieu doit avoir un coefficient nul. 


61. Les équations réciproques sont susceptibles d’a- 
baissement, c’est-à-dire que leur résolution peut se ra- 
mener à la résolution d'équations de degré moindre. 
Comme on peut toujours supposer qu’une équation réci- 
proque ait été débarrassée des racines + 1 et — 1 qu'elle 
peut avoir, elle sera nécessairement d’un degré pair 2, 
et l’on pourra lui donner la forme 


I I 1 
A (+2) + À, ( +) 068 + À (24 :) fr À, = 0. 
Cela posé, si l’on fait 
Z + J = T, 
z 


et généralement 


1 
Ver 


I 





, ee I 
puis que l’on multiplie V,_, = z"-! + paru ap) 


gi 1 


on trouvera 


1 114 
a n n—2 
zV,_ — Ê +3) - (2 — =) 
/ 





— 


ou 
Ven — mVAE #0 Ve 


On a 


V, ERA V, 9). 


et, en faisant usage de la formule précédente, on pourra 
exprimer successivement Vo, Vs, V:,... par des fonc- 
tions de x; il est évident que V, sera une fonction en- 
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ère de x du degré 7. On trouve 


V2 x? SR 2, 
Nr 

V, — x" — Ar? =} Ga. 
Ver Dre b 


D'après cela, l’équation proposée pourra être ramenée 
à une équation du degré p en x, et les racines z de la 
proposée seront données par la formule générale 


D) 
\ 7e D ee: 

TS 1-0, TOUS — — 1: 
2 Â 


Il faut remarquer aussi que le premier membre de l’équa- 
tion proposée est égal au produit 


(22— x02+1)(2— az +)... (rs 240), 


Los Lise) Lys désignant les u racines de l’équation 
en x. 


62. La transformation u — z + & a pour objet de for- 
mer une équation dont les racines soient égales à celles 
de la proposée augmentées d’une quantité donnée a; 
l'équation proposée étant f(3) — 0, la transformée sera 
f(u—a)—0o ou f(z—ax)—o, en écrivant z au lieu 
de u. Si l’on ordonne par rapport aux puissances de z, 
cette transformée sera 

l' 1! 
f(— à) + Pere a ee ZE, er zh — 0, 

On pourra disposer de l’indéterminée & de manière à 
faire évanouir l’un des termes de cette équation. Ainsi 
l’on fera disparaître le terme en z”71 si l’on détermine x 
par l'équation 


Fi — a) = 0, 
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Supposons, par exemple, que l'équation proposée soit 


+ Pz+Qz+R—o; 


on a 
f(z)=8+<Pz2+ Qz+R, 
PK = 3: +2Pz+0Q, 
1.2 
LEE HR 
1.2.3 
ae Po 
équation f”(z) = o donne z = — 3; Si donc on veut 


faire disparaître le terme en z?, il faudra prendre « — 3 
Les formules précédentes donnent 
P\ _2P° see 
14 3) RE 
Ni Sn 








7} 


et la transformée sera 
l'a Par PZz+ 9 —0. 


63. La transformation linéaire générale exprimée par 


la formule 


az + b bu D 
U=-—— OU 22 ———— 
az +" Le AL 


fournit le moyen, à cause des indéterminées a, b, ..., 
de faire disparaître deux termes d’une équation. Consi- 
dérons, par exemple, l'équation du troisième degré, 


+ Pz+Q0z:+<R—=o; 
la transformée en u sera 


AouŸ+ A; u?+ A, u + À; = 0, 
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en posant, pour abréger, 
A = b'5— Pa'b'"?+ Qa'?b'—Ra, 


A b'[— 386! + P (ab' + ba) — Qaa'] 
+ a'[P6b — Q {ab + ba’) + 3Raa'|], 


A2 = — b[— 36b' + P(ab' + ba!) — Qaa] 
— a[Pbb' —Q (ab + ba) + 3Raa’], 
A3= — b+ Pab?— Qab +Raï, 


Déterminons maintenant les arbitraires a et a! de ma- 
nière que l’on ait 


comme on ne peut admettre que ab’ — ba’ soit nul, puis- 
qu'alors u ne dépendrait pas de z, les deux équations 
précédentes se réduiront à 


— 3bb' + P(ab'" + ba') — Qua' —o, 
Pbb' — Q{ab' + ba’) + 3Raa'— 0; 


si on les résout par rapport à bb” et ab! + ba, on trouvera 


b b' b' PQ — oR 
pare RENE 
a P?— 3Q 


3PR—Q 6 
DORA TT SET AI 


; b b' ; , ‘ 
en conséquence, Fr et pr sont les racines de équation du 
deuxième degré 
(P2— 3Q)#2— (PQ —0R}5+ (Q°— 3PR}—o. 


Désignons par £ et £’ les racines de cette équation et 
par f(z) le premier meïuvre de l'équation proposée; les 
quantités a et a restant indéterminées, nous ferons 


\ 


a = a—= —1; la transformée en u se réduit alors à 
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ses trois racines seront As par la formule 


2 e/Fte 
JA 





et celles de la proposée seront données par ia suivante : 





La 
NE 


Cette formule peut être ramenée à une expression plus 
simple, mais nous n’insisterons pas sur ce sujet, qui sera 
plus tard l’objet d'une étude approfondie; il nous suffit ici 
d’avoir montré comment la transformation linéaire peut 
conduire à la résolution générale des équations du troi- 
sième degré. Ajoutons que la même transformation fournit 
aussi la résolution générale des équations du quatrième 
degré, car elle permet de faire disparaître la première 
et la troisième puissance de l’inconnue, au moyen d’une 
équation du troisième degré. La proposée se trouve alors 
remplacée par une transformée que l’on sait résoudre, 
puisque celle-ci peut être abaïssée au deuxième degré. 


CE PNR TS 
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CHAPITRE IV, 


DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES ET DE L'ÉLIMINATION, 





De l'élimination. 


64. Après avoir exposé les propriétés générales des 
fonctions entières d’une variable et des équations à une 
seule inconnue, nous devons parler des fonctions en- 
uères de plusieurs variables et des équations algébriques 
simultanées. 

Une fonction entière de plusieurs variables est un 
polynôme entier et rationnel relativement à chacune des 
variables, et l'on nomme équation algébrique toute équa- 
tion qui peut être ramenée à la forme V — 0, V dési- 
gnant une fonction entière. 

Un système de 7 équations algébriques admet, en gé- 
néral, comme on le verra, un nombre limité de solutions, 
quand le nombre des inconnues est égal à 7. Mais, si ce 
dernier nombre est seulement 7 — 1, les équations pro- 
posées n’admettront point de solution, à moins qu’une 
certaine équation de condition ne soit satisfaite : les pro- 
cédés par lesquels on parvient à former cette équation 
de condition constituent ce qu’on nomme l'élimination, 
et l’équation obtenue est dite équation finale. 

Supposons que l’on ait z équations algébriques entre 
n inconnues 


2 


_ 
9 Z15 RETOURNER | Zn-—19 


et que ces n équations soient satisfaites par les valeurs 
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simultanées 
ZA, ZA, Z9— A9, ve Zn1 — An13 


regardons zcomme une quantité connue, les équations pro- 
posées ne renfermeront plus que 7 — 1 inconnues; elles 
admettront d’ailleurs un système de solutions communes 
si l’on donne à z la valeur de a; donc l’équation finale 
en z obtenue par l'élimination de z,,2:,...,z_, entre 
les proposées devra admettre la racine a. D’après cela, on 
peui dire que l'équation finale qui résulte de l’élimina- 
tion de n —1 inconnues 3, 32, ..., Zn_1 entre n équa- 
tions, contenant en outre l’inconnue Zz, a pour r'acires 
les diverses valeurs de z qui concourent, avec des va- 
leurs convenables des autres inconnues, à former les 
systèmes de solutions des équations proposées. 

Il faut remarquer que l'élimination n’a pas d’autre ob- 
jet que la formation de l’équation finale; la résolution 
d’un système d'équations simultanées constitue un pro- 
blème distinct. À la vérité, pour traiter ce dernier pro- 
blème, on peut et l’on doit même en général faire usage 
de l'élimination ; mais on conçoit aussi que l’on puisse 
aborder la solution par d’autres voies. 


Sur le nombre des termes que peut contenir une fonction 
entière d’un degré donné. 


65. Considérons d’abord une fonction homogène et 
entière des 7 + 1 variables 


Z4s Z9s Z3s ++ 9 Zno Zn+1 


et du degré m. Si cette fonction est la plus générale de 
son degré, elle renfermera tous les termes qui, abstraction 
faite d’un coefficient constant, seront de la forme 


y ,%o on > An+1 
Zr Zn .. n “n+I , 


é » 
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la somme des expesants #,,@2,...,@n4, étant égale à m. 
Le nombre total des termes dont il s’agit est précisément 
celui des combinaisons complètes m à m des n + 1 lettres 
Zy3 29» + +» Zng1, COmbinaisons dans lesquelles une même 
lettre peut figurer plusieurs fois. On sait que le nombre 
de ces combinaisons complètes est égal au nombre des 
combinaisons simples de n + m lettres m à m, et voici 
d’ailleurs comment on peut établir l'égalité de ces deux 
nombres. Supposons que l’on ait écrit toutes les combi- 
naisons complètes desn+1lettresz,,z2,...,2»j1,72àm, 
de manière que dans chacune d’elles l'indice d’une lettre 
ne soit Jamais supérieur à l'indice de la lettre suivante ; 
désignons par A l’ensemble de toutes ces combinaisons, 
Supposons que l’on ait formé en même temps toutes les 
combinaisons simples des +mlettres z,,39,..., 21m; M 
à m, de manière que dans chaque combinaison les indices 
des lettres forment une suite croissante, et désignons par B 
l’ensemble de ces combinaisons. Il est évident que si, dans 
chaque combinaison B, on retranche respectivement les 
nombreso,1,2,3,...,(m—1)desindices deslettres suc- 
cessives, on obtiendra une combinaison À; réciproquement, 
chaque combinaison A se changera en une combinaison B, 
si l’on augmente respectivement les indices des lettres suc- 
cessives des nombres 0,1,2,3,...,(m—1). D'ailleurs, par 
l'opération dont il vient d’être question, deux combinai- 
sons différentes de l’un des systèmes À et B se changent 
en deux combinaisons nécessairementdistinctes ; donc les 
deux systèmes renferment le même nombre de combinaisons. 

1! résulte de là qu’une fonction entière et homogène du 
degré m dépendant de n +1 variables a, dans le cas le 
plus général, 
(n+1)}(2#12)01.(r + m) 

Sr CR Pr 





termes. 


S, —— Alg, SUP; L, 1Q 
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Si, dans cette fonction homogène, on pose z»41 =1, 
on obtiendra la fonction entière la plus générale de 7 va- 
riables et du degré m; le nombre total des termes d'une 
telle fonction est donc aussi représenté par l’expression 
précédente. 


66. Nous désignerons généralement par le symbole 
N(z, m) le nombre des termes contenus dans la fonction 
entière la plus générale de n variables et du degré m; on 
aura alors 
(n+i)(r+2).. (2+m). 

PRO T 2. 


(1) Nr nl 


le second membre de cette formule ne change pas quand 
on échange entre elles les lettres 7 et m, car on peut lui 
donner la forme 
RE PÉTER DATE 
1,206 PR TROT are 


on a donc aussi 


(mæ+i)(mæ+e)...(m+n) 


(2) MA 119.917en 


L'expression (1) se réduit à 1 pour 2 — o, et la même 
L'LUETES 
chose a lieu à l'égard de l'expression (2), quand on y 
fait mn — 0; on a donc 


(3) NI0 mire N (710) ns 


ce qui est conforme à notre définition du symbole 
N(n,m); on doit admettre que les formules (3) subsistent 
quand on fait m — o dans la première, et 7 = o dans la 
seconde, et nous aurons | 


Nio0)=us 


ce qui exprime simplement une convention. Enfin, dans 
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ce qui va suivre, l’entier #2 pourra recevoir des valeurs 
négatives, el nous conviendrons que, pour de telles va- 
leurs, on a 

N (7, m) AO; 


lors même que 7 aurait la valeur zéro. 
Si l’on remplace m2 par m— 1 dans la formule (2}),on 


aura 
mim+i)...{(m+n—1) 


NAT oO Liz 


et par suite, en supposant 7 >1, 


44 NN 22 om mA A on no Ci 
N(#, me) N (rm 1) = POLE RL E TN 


ou 
N(r,m)—N{(r,m—1)=N(r—1,m). 

Cette formule a été établie dans l’hypothèse de m posi- 
ufetden >1; mais, d’après notre définition du symbole 
N, on reconnaît qu’elle subsiste quand m est nul ou né- 
gatif, et quand 7 est égal à 1. Si l’on y remplace m sue- 
cessivement par M, M—1,Mm—2,..., (Mm— nu +1), 
et qu’on ajoute les m, équations résultantes, il viendra 


Nfa,m)—Nir,m—m,)—=Nin—1i,m)+N{r—i,m—i) +... 
+N(r—i,m—m +1), 
formule qui subsiste évidemment, quel que soit le nombre 
entier m1 supposé positif. 
S1 l’on pose 
(4) An N(a,m)=N{r,m)—Ni(x, m— m;), 
la formule précédente pourra s’écrire comme il suit : 


Vu = 71 —1 


= 
(5) AUN(z2,.m) = ù Nine pt 


H1 = 0 


1... L'AMRR 


3 « 
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le signe Ÿ du second membreindiquant qu'il faut donner 


successivement à pu, les valeurs 0,1, 2,...,(m1, —1) dans 
l'expression N(nz—1,m—.,), et faire ensuite la somme 


des résultats. 


Soient 7, M3,...,1nx des nombres positifs quelcon- 
ques, el posons encore 


| An An N (2, m) ee Am, N (2, m) ME D yn; N(z, m — Ma), 
Ans { 


APPAS UN (z, m) = Êma Am NP m) — À, An N (z2, nie m,), 


2 || es \ 
| An, 8m Ami A EVE AN (2,0) —A mp Am N(2,m—Im 


Si l’on suppose que # ne soit pas supérieur à z, on 
aura, en appliquant successivement fois le théorème 
exprimé par la formule (5), 


AA Be dns ENT us Re D N(r—4, m—p—p—...—p}) 


le signe D exprimant qu'il faut faire la somme de toutes 


les valeurs que prend N (n—#, m—p; —pe—...—ux), 
quand on emploie successivement tous les systèmes de 
valeurs nulles ou positives des indéterminées pu, ps, ..…. 
Lt, tels que lon ait 


Pa Mis Ua Mas es Ur Mie 


Le nombre des termes contenus dans le second membre 
de la formule (7) est ainsi égal au produit m, ms:...mx. 
Si le nombre £ est égal à 7, chacun des termes dont nous 
venons de parler se réduira à 1 ou à o. Supposons qu'ils 
se réduisent tous à 1, la formule (7) donnera 


(8) Am, Ami” Ans N( 7e, m) = M Mo » My 


Mais, pour que cette formule (8) subsiste, il faut que la 
quantité M — fu —{a —..e—{Un, QUI figure sous le 
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signe Ÿ dans la formule (7), ne soit jamais négative, et 
la condition pour qu'il en soit ainsi est 
(9) m—=ou>(m —1)+{(m —1)+...+ (mn —i). 


S1 cette condition n’est pas satisfaite, comme les indé- 
terminées fu, He,... varient de o à mi —1, de o à 
Mo —1,..., respectivement, lasommep, + ho +...+Un 
prendra au moins une fois chacune des m+1 valeurs 
0,1, 2,...,m; donc, dans le second membre de la for- 
mule (7), où l’on suppose À — n, il y a plus de m termes 


égaux à 1, et l’on a alors 


(ro) Ann An sie An N(7, m) Dm. 


67. J’établirai encore ici une inégalité qui nous sera 
utile dans ce qui va suivre, et que l’on conclut très-faci- 
lement des formules (4) et (6). Le nombre que représente 
le symbole N n'étant jamais négatif, il en est de même des 
expressions dont la valeur est fournie par la formule (7); 
alors les formules (4) et (6) nous donnent 


N(2, m) > 4m N (7, m) re Am: An, N(2, m) DC sf 
Ainsi on aura généralement 
Nimes dr Nr. 7m): 


en changeant m en m— m%, et en écrivant dans le second 


membre 
N(x,m)—a4,,N(x,m), 


au lieu de N (7, m—1m;), on aura 
N(z, m—m}) > Am em N(r,m)— 4m... AmN(7,m). 

Cela posé, on a l'identité 
N(z, m—m,) —N(n, m)—A 


NUS m), 


et en donnant à # les valeurs 2, 3,...,k, dans l'inégalité 
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que nous venons d'obtenir, il vient 


N(r,m—m)>An N(r,m)—A»,4m N(n, m), 
N(z,m—m;)>Ay,Aân Nr, m) —A4,, 4m, ûm, N(r, m), 


0 M STANBITSL DU "ele DT AT CCC 6 + + os + se [6110.05 0, 012 67n1R suL0S 


NÜr,m—m;) âme. AmN(r, m) —4,,...4m, Nr; m) 


Si l'on ajoute ces inégalités avec l’égalité qui les pré- 
cède, on aura 


N(z,m—m)+N(r,m—m;)+...+N(x, m— mx) 
ZNir;m)=A;;. AnsdmN (rm), 


ce qui est le résultat que nous avions en vue. Il faut 
remarquer que le signe => n'exclut pas ici l'égalité. 


Du nombre des termes d'une fonction entière, qui ne 
sont pas divisibles par des puissances données des 
variables. 


68. Soit V une fonction entière et complète du degré 
m des n variables 


et cherchons combien il y a, dans le polynôme V, de 
termes qui ne sont divisibles par aucun des monômes 


m1 Ma nk 
Z 


Zi 9 SAN 9 CES 


Mis Moy es My Étant des exposants entiers quelconques 
dont le nombre k est égal ou inférieur à 7. 

Si m, est inférieur à 77, la partie de V qui est divisible 
par z”*est égale au produit de ce monôme par une fonc- 
tion entière du degré m—m,, laquelle doit être un po- 
lynôme complet, car autrement la foncuon V ne serait 
pas complète; donc le nombre des termes de V qui sont 
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divisibles par z%* est 
N(z,m—m;), 


et ce résultat subsiste quand m, est supérieur à m, puis- 
qu’alors l'expression précédente est nulle. Il résulte de 
là que le nombre des termes de V qui ne sont pas di- 
visibles par z7: est 


N(2,m)—N(r,m— m) 
ou, d’après notre notation, 
Am, N(#, m )s 


Représentons, pour un moment, par % (n, m)le nombre 
des termes de V qui ne sont divisibles par aucun des 
monômes 


m1 Ma Mk—1 , 
LR PEL Er os NN RRnee 


la partie de V qui est divisible par z}"* est le produit de z7 
par une fonction entière du degré m— mx, et dans cette 
fonction il y a 9 (n, m— mx) termes qui ne sont divi- 
sibles par aucun des monômes z%*1,..., z#'k1; ce nombre 
exprime aussi combien il y a, dans V, de termes qui ne 
sont pas divisibles par les mêmes monômes, mais qui 
le sont par z7*. Il résulte de là que le nombre des termes 
de V qui ne sont divisibles par aucun des monômes 


m1 ma ne Mk—) mnmk 
# ? 72 ? x ? 2241 2 2% 


est égal à 
J(72, m) —I(7x, m— my) 


ou, si l’on veut, à 
AmT(7, m). 


Mais nous avons vu qu'il y a, dans-la fonction V, 
A», N(n m)termes non divisibles par z#:; doncil y en a 
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Am, Am, N (7, m) qui ne sont divisibles ni par z” mi par 
3%»; pareillement À, A», A» N(n, m)estle nombre des 
termes non divisibles par l’un des troismonômes 271, 27, 
3°, et ainsi de suite, en sorte que l'expression 


Dynx* J Ann DU m) 


représente le nombre des termes de la fonction V qui 
n’admettent pour diviseur aucun des monômes 


ma TRS mk, 
FAP INRES TS FR 


Reduction d'une fonction entière de plusieurs quantilés 
assujetties à satisfaire à un pareil nombre d'équations 
donnees. 


69. Soient 
(x) L V0; Vi 0: us Vr =0 


kéquations algébriques des degrésrespectifsmn,,mo,...,mx 
entre les variables 


Z1;, Z9; CCE ] 9 Zn 


dont le nombre 7 est au moins égal à x. 

Nous supposerons non-seulement que ces équations 
soient complètes, mais encore que les coefficients de 
chacane d’elles demeurent indéterminés, en sorte qu'il ne 
puisse exister entre eux aucune relation. Cela posé, nous 
établirons la proposition suivante : 


Soit S une fonction entière quelconque des variables 
Z1, Ze, ..., L sera toujours possible de tirer des équa- 
tions (1) les valeurs des puissances 


Z 
M: /ILa Mk 
(2) 2, os 07,079 à EC 


qui seront ainsi exprimées par des fonctions entières ne 
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contenant Z1,22,...,2x qu avec des exposants inférieurs 
à mi,m2,..., mrrespectivement. En outre, par la substi- 
tution de ces valeurs, on pourra faire disparaitre de la 
fonction S tous les termes divisibles par l’un des mo- 
nômes (2). 

Cette proposition est évidente quand le nombre # est 
égal à l'unité; dans ce cas le système (r) se réduit à une 
seule équation de laquelle on pourra tirer la valeur de 
g; la substitution de cette valeur abaissera le degré de 
S ; si ce degré reste supérieur à m»,, de nouvelles substi- 
tutions pourront évidemment le réduire au-dessous de m,. 
Au surplus, la réduction peut être opérée immédiatement 
en divisant S par V,; si l’on désigne par — T, le quo- 
tuent de cette division et par S’ le reste qui est de de- 
gré inférieur à 72, On aura 


S + T,V, si SL 


en sorte que, pour atteindre le but proposé, 1l suffira 
d'ajouter à S le produit T, V,. 

Lorsque le nombre k est supérieur à 1, si les degrés 
M, Mo,..., mx des équations (1) sontégaux entre eux, on 
voit tout de suite que l’on pourra résoudre ces équations 
par rapport à 2, 3%%,...,2$+, puisque nous leur suppo- 
sons la plus grande généralité possible ; mais on aperçoit 
moins facilement, même dans ce cas particulier, la marche 
qu'il faut suivre pour faire disparaître de la fonction S les 
termes divisibles par l’un des monômes (2). Le procédé 
est pourtant le même que dans le cas de k— 1; mais il 
faut l'appliquer d’une manière convenable, afin qu’au- 
cune des substitutions qu’on exécute ne fasse reparaître 
des termes déjà disparus par des substitutions précédentes. 

Quels quesoientlenombre£ketles degrés/n,,m2,..., mu, 
Je dis qu’on peut trouver des polynômes T,, To,..., Tx 
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tels que la somme 
(3) S+TVi+DVi+.  .+TiVr=S 


ne renferme plus aucun terme divisible par l’un des mo- 
nômes (2); j'ajoute qu’en général ces polynômes ne se- 
ront pas complétement déterminés et qu'ils pourront 
en conséquence être choisis de plusieurs manières dif- 
férentes. En effet, désignons par m le degré de la fonc-. 
tion S et prenons pour T,, T:,..., T; les fonctions 
entières les plus générales des degrés respectifs 


m — M, M— Ma, vs, M— Mr}, 


chacune de ces fonctions devant toutefois être réduite 
à zéro, lorsque le nombre qui doit exprimer son degré 
est négatif. 

Le nombre des coefficients arbitraires contenus dans 
le premier membre de la formule (3) sera évidemment 


(4) Nfr,m—m)+N(r,m—m)+...+N(x,m— mx); 
d'ailleurs ce premier membre est un polynôme complet 
du degré m qui renferme N (n, m) termes, et parmi 
ceux-ci il y en a (n° 68) 

A À my ….. Am, N (7, m) 


qui ne sont divisibles par aucun des monômes (2). Le 
nombre des termes de l’expression (3) qui sont divisibles 
par l’un des monômes (2), termes que nous voulons faire 
disparaître, est donc 


(5) NÉr, M) A A ee dns NT 


Or on a vu au n° 67 que le nombre (4) n’est jamais in- 
férieur au nombre (5); donc les arbitraires contenues 
dans la formule (3) seront toujours en nombre suffisant 
pour l’évanouissement de tous les termes divisibles par 
l’un des monômes (2). 
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La fonction S est quelconque; si on la réduit succes- 
sivement aux monômes (2), on voit, par ce qui précède, 
que chacun de ces monômes sera exprimable par une 
fonctionentière quinecontiendrales variables z,,z2,...,24 
qu'avec des exposants inférieurs à m2,, M2,..., mx res- 
pectivement, 


Ælimination de n — 1 inconnues entre n équations alge- 
briques. — Théorème de Bezout relatif au degré de 
l’équation finale. 


10. C’est en partant des considérations qui précèdent 
que Bezout est parvenu à établir, comme nous allons 
l'expliquer, le principe fondamental de la théorie de l’é- 
limination. 

Soient 


(1) Pr 0, Pe0; 0 VS 0 


n équations algébriques des degrés m4, m2,..., mn res- 
pectivement et contenant 7 inconnues 


Zjs Z99 9 nn) 


nous supposerons, comme au n° 69, que chacune des 
équations proposées est la plus générale possible, et 
qu'il n'existe aucune relation entre les coefficients. 

Considérons les 7 — 1 premières équations (1); d’a- 
près ce qui a été dit au n° 69, on pourra tirer de ces 
équations les valeurs de 


nm) Ma » Mn—1 


#4 ? 2 9 2 y 2 n—1 


et ces valeurs seront exprimées par des fonctions entières 
qui ne renfermeront les inconnues z,, 29, ..., Zp_1 
qu'azec des exposantsinférieurs à 74, Ma,..., Mn_1 TCS- 
pectivement. 


156 COURS D'ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


Cela posé, soit T, un polynôme complet d’un degré 
indéterminé que je représenterai par m—my. S1 l'on 
multiplie par T, la dernière des équations (1) qui est du 
degré m,, elle deviendra 


(2) TAN 


et je dis qu’on peut réaliser l'élimination des 7 — 1 in- 
COnNUES Z4, Ze, +. Z»_1, par le moyen des arbitraires 
contenues dans T, et avec le secours des 7 — 1 premières 
équations (1). Les arbitraires ayant été ainsi déterminées, 
l'équation (2) deviendra l'équation finale et le nombrem 
exprimera son degré. 

Le premier membre de l'équation (2) est un polynôme 
complet du degré m, et il renferme, en conséquence, 
N(n, m) termes; mais quand, au moyen des 7 — 1 pre- 
mières équations (1), on aura fait disparaître (n° 69) 
tous les termes divisibles par l’un des monômes 


M Ma ; »/n—1 
(3) Z, ? Z9 ? Le ? RE à 


il n’en restera plus que 
Ann" . AA TARN, m ); 


par conséquent, pour que l'élimination puisse s’exécuter, 
il faut que, par le moyen des arbitraires contenues dans 
T,, tous ces derniers termes disparaissent, à l'exception 
des m+ 1 qui ne renferment que la seule inconnue z,. 
Ainsi le nombre des termes qu'il faut faire évanouir est 


(4) pes Am ANR, M) 00 EE À 


Le polynôme T, étant complet et du degré m—m,, il 
renferme N (7, m—m,) termes; mais le nombre des 
coefficients dont on peut disposer pour l’élimination est 
beaucoup moindre. En effet, il est évident qu'avant d’ef- 
fectuer le produit T,>x< V,, qui doit former le premier 
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membre de l’équation (2), rien n'empêche de faire dis- 
paraître de T, tous les termes divisibles par l’un des 
monômes (3); il n’y aura d’arbitraires dans T, que les 
coefficients des termes restants dont le nombre est 


RAS NID Can ml), 


en sorte que, pour plus de simplicité, on doit supposer 
tous les autres nuls, puisqu'il est possible de les faire 
disparaître. Enfin on peut choisir arbitrairement l’un 
des coefficients du polynôme T, ainsi réduit, car cela 
revient à multiplier l'équation (2) par une constante; 
donc le nombre des arbitraires utiles pour l’élimination 
est seulement 


(6) Annee AmAmN(r,m— my) —1. 


On voit d’après cela qu’on pourra faire disparaître les 
INCONNUES 7, 39, +. Zn_1 de l’équation (2), en résol- 
vant simplement un système d'équations du premier de- 
gré entre un pareil nombre d’inconnues, si les expres- 
sions (4) et (5) sont égales entre elles. En écrivant que 
ces expressions sont égales, 1l vient 


D A NI A LE. A, 4, Ninr,.m tm, 


ou 
sis (l * 
FRE EN CMP AC EN EC 


or, le second membre de cette formule n'étant pas su- 
périeur à m, 1l est nécessairement égal au produit 
MiMo...Mn, d'après la formule (8) du n° 66; car la 
condition (9) que suppose cette formule sera évidem- 
ment remplie. On a donc 


PTS m WE ENT My 
? : \ _ A € f “ x 
et l’on peut dès lors énoncer le théorème suivant : 


Le degré de l'équation finale qui résulie de l'élimi- 
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nation de n — 1 inconnues entre n équalions à 1 1NCON- 
nues est égal au produit des degrés de ces équations, 
lorsque celles-ci sont complètes et que leurs coefficients 
demeurent indéterminés. 


71. La démonstration que nous venons de présenter 
repose sur ce fait, que les coefficients arbitraires du po- 
Iynôme F, sont complétement déterminés par les équa- 
tions du premier degré auxquelles ils doivent satisfaire. 
Or, bien que le nombre de ces équations soit égal à celui 
des arbitraires, et que les équations proposées aient la 
plus grande généralité possible, on pourrait craindre de 
se trouver ici dans l’un des cas d’incompatibilité dont 
l'existence est bien connue; il est facile de montrer qu’il 
n’en peut être ainsi. 

En effet, supposons que les équations proposées se 
réduisent à 


n 
à Lu none 


slim Mn Sn 
Z9 — O0, Z ——Zn—1—0, 


Ma ] .Mzg 
T3 2 .. , n 


9 Gr 0! 

a étant une constante donnée. Dans ce cas, on a 
m 

HAL z, Bon nt 


et la fonction qui réalise l'élimination peut être déter- 
minée a priori. Si, en effet, on pose 


| m 
M—=M Mo. My M—= —>)9 
Mn 
A 
le polynôme T, aura pour valeur 
mr  ,(0n/1)mn (m'—2)mn m1, 
Th — 2, + 212, Mn ue - 


car, en employant cette valeur de T,, on a 


/ 
T V paul M id, > nt 
— Le + à 

LUN 2 Un © n—1 


ou, à cause des 72 -—1 premières équations proposées, 


T mn 
Lo Nr == rh —— da 
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Il est évident que, si l’on applique à ce cas particulier 
la méthode générale du n° 70, on obtiendra cette mème 
valeur de T}, que nous venons de former; il en résulte 
que les équations qui déterminent T, ne peuvent offrir 
d’impossibilité en général, puisqu'elles n’en présentent 
pas quand on donne certaines valeurs particulières aux 
coefficients des équations proposées. 

Nous ajouterons encore une remarque fortimportante. 
Le raisonnement du n° 70 à conduit, par l'élimination de 
n— 1inconnues entre Zz équations, à une équation finale 
dont le degré est égal au produit des degrés des équations 
proposées ; mais on peut se demander si ce degré ne serait 
pas susceptible de s’abaisser par l’'évanouissement de quel- 
ques termes, ou s’il ne serait pas possible, en suivant une 
voie différente, de déduire des équations proposées une 
équation finale de degré moindre. Il est aisé de voir qu'il 
n'en est rien, tant qu'il s’agit d'équations générales; 
effectivement, dans l’exemple que nous venons de consi- 
dérer, on reconnaît a priori que l’équation finale est 


et son degré est égal au produit des degrés des proposées. 
Or ces dernières sont comprises dans les équations gé- 
nérales du n° 70; donc l’équation finale qui en résulte 
est nécessairement comprise dans l’équation finale qui 
se rapporte au cas général. 

On arrive à la même conclusion en considérant » équa- 
tions des degrés mn, mo, ..., m, respectivement, dont 
chacune soit décomposable en facteurs linéaires de la 
forme 

di 7 +2 +...+4a, 27, + a, 
dy, ds, .… étant des coefficients indéterminés. Le système 
de ces équations peut évidemment être remplacé par 
MM Ma... M, Systèmes formés de 7 équations du pre- 
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mier degré ; chacun de ceux-ci fournit une équation finale 
du premier degré, et le produit des » équations finales 
ainsi obtenues est l'équation finale relative au système 
proposé. 

Dans les deux cas que nous venons de citer, il est évi- 
demment impossible de tirer des équations proposées 
une équation en Z»; 

(Zn) = 0; 


dont le degré soit inférieur à m3; donc la même chose est 
également impossible dans le cas des équations géné- 
rales. 


72. L'analyse que nous venons de développer montre 
qu'on n’obtiendrait pas la véritable équation finale, dans 
le cas où le nombre des équations est supérieur à 2, si 
au lieu d’éliminer les inconnues à la fois, comme nous 
l'avons fait, on voulait procéder par éliminations succes- 
sives; car supposons le cas des trois équations générales 
des degrés respectifs m,, m+, m, entre les inconnues 
31, 32, Z3. O1 l'on élimine z, entre la première équation 
et chacune des deux autres, on obtiendra deux équa- 
uons finales des degrés m, m: etm, m3, puis l'élimination 
de z, entre ces deux dernières fournirait une équation 
dontle degré pourraits’élever jusqu'à? m1 m3, tandis que 
la vraie équation finale est seulement du degré m, m: m3. 
Le cas des équations du premier degré est le seul où l’on 
puisse procéder par éliminations successives. 


Sur la résolution des équations algébriques simultances. 


13. Lorsqu'on sait former l'équation finale qui résulte 
de l'élimination de 7 — 1 inconnues entre 2 équations 
données, on peut aussi, d’après une remarque due à 
Liouville, déterminer les valeurs des inconnues éli- 
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minées qui répondent à chaque racine de Péquation fi- 
nale. C’est ce que nous allons développer. 
Reprenons les r équations 


(x) Ve pe OR Pl ETS 


des degrés respectifs m4, m2, ..., m,entre les inconnues 
Zy, Zo, +. Zn, Et Supposons, comme nous l'avons fait 
jusqu'ici, que ces équations aient la plus grande généra- 
lité possible. 

Posons 


fa) &'— "C1 Z1 + Lo Zo +... + Un—1 Fri 12), 


Œi, do, ..., An_1 étant des coefficients indéterminés, et 
prenons z pour inconnue à la place de z, ; il faudra, dans 
les équations (1), remplacer z, par la valeur 


En = 4 — (œ 21 H Go Z9 +... Hans Zn1 ); 


cette substitution ne changera pas le degré des équations, 
et celles-c1 deviendront 


(3) DORE USE ON QU," 0: 


Si l’on élimine z,, 7°, ..., 3,_, entre les équations (3), 
on obtiendra une équation finale en z dont le degré m 


sera 
MR ITA Te llns 


et qui contiendra dans ses différents termes les n — x in- 
déterminées y, &»,..., &n_1. On peut chasser les dé- 
nominateurs qui seraient fonctions de &,, &,... et, en 
ordonnant le premier membre par rapport à ces indéter- 
minées, l'équation finale en z sera 


BOAT Loi Paz) etes) mas Riz) ] #3 —o. 


On retrouvera l'équation finale relative aux équations 
proposées en attribuant la valeur zéro aux indéterminées 


S.— Alg. sup., I. 11 
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«; on a effectivement alors z = z,, et l'équation (4) se 
réduit à 


(8) Ken) = 0$ 


mais l’indétermination des quantités & va nous fournir 
des résultats plus étendus. Si, dans l’équation (4), on 
remplace z par sa valeur tirée de la formule (2) et que 
l’on fasse usage des formules connues 


J 





F(z)= #2») + 
F,(z) ati (zh) re D 


LC OL NC JG RE D ON De: D AO QE, DO OP OC TE CU | 


7 (zn) +. 


il viendra, en ordonnant par rapport aux «, 


San) Gi [af (zn) EE IREM 
+ An (aa (zx) D F, (22) | +... —O. 


(6) 








Cette équation (6) résulte de la combinaison des équa- 
tions (1)entre elles, etelle est nécessairement satisfaite, 
quelles que soient les indéterminées à, par tous les sys- 
tèmes de valeurs des inconnues susceptibles de vérifier les 
équations proposées. Si l’on suppose que ces indétermi- 
nées soient nulles à l’exception d’une seule &,, le premier 
membre de la formule (6) se réduira à un polynôme or- 
donné suivant les puissances de «,, et il ne pourra être 
identiquement nul, à moins que les coefficients des di- 
verses puissances de &, ne soient nuls. Ainsi, en parti- 
culier, on aura, outre l’équation (5), 


za f (Zn) + Fazr) 0, 


pour toutes les valeurs 1, 2,...,(n—1) de l’indice u, 
ce qui donnera 


JR AT SN ERREUR 
(7) 4 = FU) 2 





F2 (zh) NIUE Rp (En). 
l(zn) ñ 


J'en) 


ns -: 
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Dans le cas particulier où le premier membre de cha- 
cune des équations (1) est un produit de facteurs du pre- 
mier degré à coefficients ir éterminés, l’équation (5) n’a 
point de racines égales, et par suite elle n’en peut avoir 
dans le cas général. Donc, si l’on remplace z, par l’une des 
racines de l’équation finale (5), la dérivée f”(z,) ne sera 
pas nulle, et les formules (7) ne deviendront point illu- 
soires, à moins que l’on n’attribue des valeurs détermi- 
nées aux coefficients des équations proposées. 


74. La méthode précédente conduità d’autres formules 
qu'il convient de remarquer et qu’on obtient en égalant à 
zéro les termes que nous n’avons pas considérés dans la 
formule (6) et qui contiennent en facteur soit une puis- 
sance supérieure à la première de l’une des indétermi- 
nées «&, soit un produit de puissances de plusieurs de 
ces indéterminées. Par exemple, si l’on représente par 
F,,(z) le coefficient de «,«, dans le premier membre 
de l’équation (4), les indices x et y pouvant être égaux, 
et qu'on égale à zéro les coefficients de « et de aa, 
dans l'équation (6), il viendra 

2 Ar 
DAlen) Zu 2 + [F, (zh) 2 LE nr EE ral 0. 


La seconde de ces formules (8) donne cette valeur de z,, 


( |] 7, ZE (n) + Fon(zn) 
9 ÉTTE DA ftban) +F,(2) 


Les formules (8) et (9) sont plus compliquées que les 
formules (7); mais, quand on passe du cas des équations 
générales à celui des équations particulières, les for- 
mules (7) peuvent devenir illusoires, et dans ce cas les 
formules (8) et (9) les suppléeront, Celles-ci peuvent à 
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leur tour devenir illusoires et exiger l’emploi d’autres 
formules qu'on pourrait pareillement tirer de l’équa- 
tion (6); mais il n’est pas utile d’insister davantage sur 
ce sujet. 


75. Les équations (5) et (7) sont, d’après notre ana- 
lyse, une conséquence nécessaire des équations propo- 
sées; soit V,= 0 l’une quelconque de celles-ci, et dési- 
gnons par V, le résultat que l’on obtient quand on 
remplace dans V,, z,, z:,..., zh_, par les valeurs (7). 
La fonction V, sera de la forme 


D, (z») étant une fonction entière. Effectuons la division 
de D,(z,) par f(z,), de manière à obtenir un reste o, (z,) 
de degré inférieur à m, et désignons par Ÿ,(z,) le quo- 
tient de cette division, on aura 


ANR OUAEE Pal Zn) 
Vin HACROR EN PE) de PENSE 
Fr (pe SP ENE 


Cela posé, puisque les équations (7) résultent des propo- 


sées, il en sera de même de l'équation V, = o, laquelle 


se réduit à 

PulZn) 10: 
Or celle-ci ne peut avoir lieu que sio,,(z,) est identique- 
ment nul, car ce polynôme est au plus du degré m—1, et 
nous savons qu’on ne peut tirer des équations proposées 
une équation finale en z, d’un degré inférieur à m. La 
précédente valeur de V, se réduit donc à 


d’où il résulte que les équations proposées sont satisfaites 
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par tous les systèmes de valeurs des inconnues tirées des 
équations (>) et (7); ce quiest la réciproque de la pro- 
position établie au n° 74. Ainsi se trouve démontré cet 


important théorème : 


Le nombre des systèmes de solutions communes à plu- 
sieurs équations renfermant un pareil nombre d’incon- 
nues est égal au produit des degrés de ces équations, 
lorsque celles-ci sont complètes et que leurs coefft- 
cients demeurent indéterminés. 


En particulier, deux lignes des degrés m, et msse cou- 
penten m, m2 points ; trois surfaces des degrésm:,m:2,m3 
se coupent en MyMoMz points. 

On dit qu’une courbe algébrique plane ou gauche est 
de l’ordre m, lorsqu'elle est rencontrée en m points par 
un plan quelconque. L’intersection de deux surfaces des 
degrés m, etm, est donc en général une courbe de l’ordre 
M M2, Car le nombre des solutions communes à trois 
équations des degrés m,, m2 etr est mi x<m2 XXI. Ainsi 
l'intersection de deux surfaces du deuxième degré est en 
généralune courbe du quatrième ordre; mais 1l peut arri- 
ver, dans les cas particuliers, que cette courbe se réduise, 
soit à une courbe du troisième ordre et à une droite, soit 
à deux courbes du deuxième ordre, c’est-à-dire à deux 
coniques. 


Remarque sur la méthode d'élimination de Bezout. — 


Méthode d' Euler. 


76. La méthode d'élimination de Bezout, exposée au 
n° 70, consiste à multiplier l’une des équations pro- 
posées, 


(a) Vo, Vos 0: ….) Ve 0, 


par un certain polynôme, et à employer les autres équa- 
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tions pour faire disparaître quelques-uns des termes con- 
tenus dans le produit ; l'élimination s'achève ensuite en 
disposant convenablement des arbitraires que renferme 
le polynôme multiplicateur. Mais, d’après ce qu’on a vu au 
n° 69, cette manière d'opérer revient à ajouter entre elles 
toutes les équations, après les avoir multipliées par cer- 
tains facteurs ; donc, si l’on représente par 


(2) f(2n)=0 


l'équation finale qui résulte de l’élimination de z,, z»,..., 
Zn_1 entre les équations (1), on aura identiquement 


Flzn)= Ti Vi + To Vote Tr Van 


T,, T,,..., T, étant des fonctions entières des inconnues 
convenablement choisies. 


77. Dans l’/ntroduction à l’ Analyse infinitésimale, 
Euler a indiqué, pour le cas de deux équations, une mé- 
thode qui revient au fond à celle de Bezout. Représentons 
les deux inconnues par x et y et supposons que les équa- 
tions soient l’une du degré m, l’autre du degré 7; ces 
équations ayant été ordonnées par rapport à y, représen- 
tons par 


Vie? y" +Q FL HR NL + S FN +, NC 
V, — P'y" re Q’ IN TETE a R’ SENTE 1e S' pe ae 
leurs premiers membres. La méthode d'Euler consiste à 
multiplier respectivement les polynômes V, et V, par les 
facteurs indéterminés 
M, — P' PE ca AT Les Baye LS Cr D Le A - 
M, — P Éd + À 72 tx Bye ee CYR E Dee 


à exprimer ensuite que les coefficients des mêmes puis- 
sances de y sont égaux dans les produits M, V,,M V:, et 
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à éliminer enfin les m + 7 — 2 indéterminées À, B,..., 
A’, B',..., entre les m+n—1 équations du premier 
degré 
PA’ + QP’ —P/'A+Q'P, 
PB’ + QA’+ RP’ —P'B+Q'A+R'P, 
PC'+ QB'+RA'+ SP' —P'C+Q'B—+R/A+S'P, 


ainsi obtenues. 

Les m + n — 2 premières des équations précédentes 
donnent pour les indéterminées A, B,..., A’, B',..., 
des valeurs fractionnaires auxquelles on peut supposer 
le même dénominateur À; les facteurs M, et M, auront 


donc la forme 


_T 


—T 
M NE L 





| 


T, et T, étant des fonctions entières de x et y, et il est 
évident que notre équation finale sera 


T, V; —- TaVa 0! 
78. S'il s’agit, par exemple, d'éliminer y entre les deux 
équations du deuxième degré 
P y?+Q Yy +R —=0, 
P'y?+Q'y + R'—=o, 
on sera ramené par le procédé d’'Euler à éliminer À et À’ 
entre les trois équations 


PA'— P'A —{PQ' — QP'), 
QA'—Q'A—— (RP — PR’) 
RA'—R'A—0o, 
ce que l’on peut faire en ajoutant ces équations après 
les avoir multipliées respectivement par les facteurs 


QR'— RQ’. RP'—PR', PQ'—QP'; 


168 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


il vient ainsi 
(PQ! — QP') (QR'—RQ') — (RP! — PR’) —o. 


Si l’on üre des équations qui précèdent les valeurs 
des indéterminées A et A’, on en conclura, comme il a 
été indiqué plus haut, les polynômes par lesquels 1l faut 
multiplier les équations proposées, pour obtenir l’équa- 
tion finale d’après la méthode de Bezout. Ces polynômes 
sont respectivement 


— (PQ! — QP') (P'y-Q')—P'(RP' — PR!) 
et 
+ (PQ'— QP') (Pr +Q) + P(RP'— PR’). 
Remarquons encore que l'équation finale peut ici s 0b- 
tenir immédiatement en résolvant les équations propo- 
sées par rapport à y et à y?, ce qui donne 
RP'— PR’ OR RO 


Eur, 2 — 
Ÿ — PQ’ PA QP’? cn PQ’ ALU QP' ? 


et en égalant ensuite la seconde expression au carré de 
la première. 


Cas de trois équations du deuxième degré 
à trois inconnues. 


19. Pour donner un exemple des simplifications que 
comportent les applications de la méthode de Bezout, 
nous considérerons le cas de trois équations générales du 
deuxième degré entre les trois inconnues x,7,z. Soient 


a y?+2byz + cz + 2dy +2ez + f —0, 
(a) a'y? + 2b'yz+ cz +od'y +2e z+f —=0o, 
ay? +20" yz+ cc" +od'y+2e"z+f" —0o 


les équations proposées ordonnées par rapport à y et à z; 
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dans chacune d’elles les trois premiers coefficients sont 
des constantes, les deux coefficients suivants sont des 
fonctions linéaires de x; enfin le dernier terme est une 
fonction entière de x du deuxième degré. 

Nous poserons 


(2) H— a (b'c" — b'c') + a! (b"e — bc") + a" (bc! — b'c) 


— ab") + d'{ab'— ab 
a"b— ab") +e”{ab'— ab), 
a"b— ab")+f"ab'— ab). 


et 
| D=—d{6'c"— b"c')+d'{b"ce— bc") + d’{ bc! — b'c), 
E —e{b'e"—b"c')+ e'(b"e— bc") + e”( bc’ — b'c), 
F—f(bc"—b b" c')+f" (bc — — be”) + f" {bc — b'e), 
D'—d{c'a"— ca) + d'{c"a — ca” }+ d’{ca! — c'a), 
(3) E'=el(c'a”—c'a)+e {c'a— ca")+e"{(ca! —c'a), 
F'— f{c'a"— ca) +f (ca! — c'a), 
] 


( c'a— ca”) + f" 

( a'b!"— a" b'}+d'{a ) 
E’ —ela l'E. a” b') + 

(a a'b"—a"b')+f! 


e! 


NU R ET RTS À: EN 
. 
S 


Alors, en éliminant successivement deux des quan- 
tités y?, yz, z? entre les équations (1), on obtiendra les 
suivantes : 

Hy?+2D y+2E z+F —o, 
(4) 2Hyz+2D'y+2E/z+F —0o, 
Hz? +2D"y+2E"z+F’—o, 
qui pourront suppléer les proposées ; mais nous leur don- 
nerons une autre forme qui permettra de faciliter les cal- 
culs ultérieurs. Si l’on pose, pour abréger l’écriture, 
R HF +2(D'E — DE) +(E?—/4EE"), 
(5){ R° HF +4(D°E — DE”) — 2(D'E'—2D"E—2DE”), 
R” — HF” RTE (D’E' 2 1 D' E”) Bis ( D’? Un 4 DD”), 


et que l’on multiplie les équations (4) par H, on pourra 
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leur donner la forme suivante : 


(Hy +E') (Hy+2D—E )+2E(Hz+2E"—D')+R=o, 
(6) À 2(Hy+E') (He+D')—8D'E+R—0 
(Hz+D')(Hz+2E"— D'}+2D’(Hy+2D—E')+R’—0; 


nous représenterons respectivement par 
Vis Vars 


les premiers membres de ces équations (6). 

Pour former, d’après la méthode de Bezout, le pre- 
mier membre de l'équation finale demandée, nous mul- 
tiplierons la fonction V, par un polynôme indéterminé 
T, du sixième degré qui ne renferme aucun terme di- 
visible par y? ou par z?; les équations V, = 0, V;=0o 
seront ensuite employées pour faire disparaître du pro- 
duit T, V, tous les termes qui contiendront en facteur y? 
ou z?. Construisons, pour cet objet, les formules sui- 
vantes : 


| (Hz+D')Vi—2E V,=(Hy+E') (Hy+2D—E')(H:+D') 
_{D'E(Hy+2D—E/) 
+R(Hz+D')—2R'E, 


(7) 


(Hy +E')V;-2D’V, =(Hz+D')(Hz+2E”—D')(Hy+E") 
— {D'E(Hz+2E"—D') 
+ R’(Hy + D') — 2 RD”, 
(Hz+D')(Hz+2E/—D')V,—{(2E(Hz+2E/—D')+R]4V; 
—=(Hy +<E')(Hy + 2D—E')(Hz+D')(Hz+2E’ —D 
— AD'E(Hy +2D—E')(Hz+2E”’—D') 
— 2RD"(Hy +2D—E')—2R"E(Hz+2E"—D')—RR’; 


(8) 


en égalant à zéro leurs seconds membres, nous obtien- 
dronsles équations nécessaires pour l’évanouissement des 
termes que nous aurons à faire disparaître. 


SECTIONCIS + CHAPITRE "IVe 171 


Nous donnerons au polynôme T, la forme suivante : 


T, —2X(Hy+2D—E')(Hz+2E”’— D) 
(a) +2(Y+E X)(Hz+2E/—D') 
+2(Z+D'X)(Hy+2D —E')+U, 


X, Ÿ,2, U désignant des fonctions entières et indétermi- 
nées de x; la première de ces fonctions, X, est du qua- 
trième degré; Y et Z sont du cinquième; enfin U est du 
sixième degré. Il est presque superflu d'ajouter que c’est 
uniquement pour les convenances du calcul que nous 
écrivons Ÿ + E’X et Z + D’X au lieu de Ÿ et Z. Comme 
nous l’avons dit, les formules (7) et (8) seront employées 
à faire disparaître du produit T, V, les termes divisibles 
par y? ou par z?; il est facile de voir qu’on produira cet 
effet en ajoutant au produit T, V, les seconds membres 
des trois formules (7) et (8) respectivement multipliés 
par les facteurs 


— (Z+D'X), _&(T+EX), — 4#X, 


ce qui revient à ajouter à T, V, les produits T, V,,T3 V;, 
dans lesquels les facteurs T,, T; ont pour valeurs 


T,—=—4X(Hz+D')(Hz+2E"-—D') 
Ke + 8D’(Y+E'X)—4(Z+D'X)(Hz+D'), 
10 

D AXI2E H2 +284. Din] 


— 4(Y+E'X)(Hy +E')+8E(Z +D'X)}. 
Effectivement, si l’on pose 
(ri) O—=T, V, + T, V, + Ta Va 
puis que l’on fasse, pour abréger, 


HP — 4D°R + (2E”— D'})R' gs. 2E'R”, 


12 | 
(12) HQ—4ER"+(2D—E')R'—2D'R, 


LR EE hr © 
LEP" 
| ’ 
à : 
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et 

3) | EÆN—4(D?—/4DD")R+/4(D'E —2DE’—2D’E)R 
Ü +4(E?—4EE)R'+(R?— GRR), 

l'expression (11) de @ deviendra 


@—(U+R X)V, 
+ 2H (HPX + R'Z —2R°Y)r 
+ 2H(HQX+R'Y —2RZ)z 
+ H(2PY + 2Q7Z — HNX). 


(14) 


Maintenant, pour que cette expression devienne celle du 
premier membre de l’équation finale demandée, il faut 
que, par le moyen des polynômes indéterminés, les termes 
en yz, en y et en z disparaissent de la formule (14). 
Comme le terme en yz ne figure que dans V:, il nous 


faut poser 

(15) U+R'X—0, 

et 

16) HPX +R'Z —2R"Y—0o, 


HQX+R'Y— 2R7Z —=0o; 
l'expression de © se réduit alors à 

(19) — 2 HPY + 2HQZ — HNX. 
On üre des équations (16) 


(2PR + QR')HX— — (R'?— 4RR”)Y, 
(2QR” + PR')HX — — (R'?— {RR’)Z; 


ces formules montrent que le polynôme X est divisible 
par R°? — 4RR/, qui est une fonction entière de x du 
quatrième degré; le quotient de la division est donc une 
constante que l’on peut choisir à volonté. Nous prendrons 


pour cette constante l'inverse de la quatrième puissance 
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de H changée de signe, en sorte que l’on aura 


| H°X— —(R'?—4RR"), 
HY — 2PR + QR, 


(18) 
H°Z — 2QR"+ PR'; 


les polynômes X, Y, Z étant connus, la formule (15) 


fera connaître U. Enfin, au moyen des formules précé- 
dentes, on obtiendra cette expression de ©, 
* 


I 


(19) @— LL [N(R*— RAR") + 4(P?R + PQR' + QR"), 
qui fournit la solution de la question proposée. 

Les valeurs de P et Q données par les formules (12) 
renferment en dénominateur la constante H, et la valeur 
de N tirée de la formule (13) a le dénominateur H?; 
mais on peut démontrer que ce dénominateur doit dis- 
paraître des expressions de P, Q, N, lesquelles sont ainsi 
des fonctions entières des coefficients des équations (1). 
Le dénominateur H? disparaît également de l’expres- 
sion (19) de O, et celle-ci devient alors une fonction 
entière et homogène du douzième degré, relativement 
aux dix-huit coefficients des équations proposées; mais 
nous ne démontrerons pas celte proposition qui s’écarte 
un peu de notre sujet. 


80. Il faut remarquer que l'analyse précédente ne 
donne pas seulement l'équation finale demandée ® — 0, 
mais qu’elle fait connaître aussi les valeurs des inconnues 
y et z qui répondent à chacune des huit racines de cette 
équation finale. Effectivement, quelles que soient les va- 
leurs finies que l’on attribue aux indéterminées X, Y, 
Z, U, dans la formule (14), l'expression de © que l’on 
obtiendra se réduira nécessairement à zéro, pour tous 
les systèmes de valeurs x, y, z qui satisfont aux équa- 
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tions proposées. Or, si l’on fait successivement 


2R R' 
CRE NS 
et 
R' SE 
URSS 


la formule (14) donnera ces deux valeurs correspondantes 


de © : 
—(R?— {RR/)y+ (PR + QR'), 


E—(R?— 4RR’)z+{(2QR"+ PR'), 


qui l’une et l’autre sont nulles; on a donc 


Leo PR ORNE DICO EEE 
I RATARRTE CURE 
et l’on peut écrire aussi 
39 — É AE— £ 
29) ATHR TER 


X, Y, Z désignant ici les fonctions déterminées par les 
formules (18). Il est évident que, si l’on substitue ces 
valeurs (0) de y et de z dans les premiers membres des 
équations (6), ceux-c1 se réduiront à des fonctions ra- 
tonnelles de x dont les numérateurs seront divisibles 
par O®; au surplus, il est facile de vérifier qu'il en est 
ainsi, en se servant des formules que nous avons obte- 
nues. 


81. Si l’on suppose que x, y, z représentent des 
coordonnées rectilignes, le problème que nous venons 
de résoudre coïncidera avec celui qui a pour objet la 
recherche des points communs à trois surfaces du 
deuxième degré données. 

La discussion des cas particuliers de ce problème met 
en évidence diverses circonstances intéressantes qu'il 
n'entre pas dans notre plan d’analyser d'une manière 


ss 2. ndétie-d' 2 Ë bon lt déstes An Lt à 
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complète; mais nous indiquerons succinctement Îles 
principales, afin de faciliter l’intelligence des considé- 
rations générales que nous aurons à présenter ensuite. 
Les coefficients des équations proposées ne seront plus 
dans ce qui va suivre des constantes indéterminées, et 
nous examinerons les cas principaux dans lesquels la 
fonction @ se réduit identiquement à zéro. 

Supposons d’abord qu'il n'existe entre les coefficients 
aucune relation autre que celles qui sont nécessaires 
pour la réalisation de l’hypothèse où nous nous plaçons. 
Dans ce cas, la fonction X ne se réduit pas à zéro, et la 
substitution des valeurs (20) de y et de z, dans les pre- 
miers membres des équations (6), donne des résultats 
identiquement nuls; cela exige, comme on le reconnaît 
aisément, que les fonctions rationnelles substituées à y 
et à z se réduisent à des fonctions linéaires de x, et, par 
suite, que Ÿ et Z soient divisibles par X. On voit alors 
que nos trois surfaces ont une droite commune, savoir, 
celle qui est représentée par les équations (20); mais 
elles ont aussi d’autres points communs qu’il est facile de 
déterminer. Effectivement, les formules (20) ont été 
obtenues en remarquant que, pour toutes les valeurs de 
x, Y, 3 qui satisfont aux équations proposées, les deux 
fonctions entières 


eZ 
AT EST PCR 
Ex) (5x) 
s’annulent. En égalant à zéro le second facteur de l’une 
et de l’autre expression, on retrouve les équations (20); 
mais on voit que l’on a en outre la solution 
X=— 0 NOR 4RR 2 0; 
laquelle fournit les coordonnées x de ceux des points 


communs aux trois surfaces qui ne se trouvent pas sur la 
droite commune. | 
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Aïnsi, dans le cas qui nous occupe, bien que les équa- 
tions proposées soient indéterminées, on est conduit à 
considérer une équation finale qui est, en général, du 
quatrième degré. 


82. Supposons maintenant que les coefficients des 
équations proposées soient tels que l’on ait identique- 
ment, non-seulement ® = o, mais encore X — 0 ; comme 
au numéro précédent, nous exclurons toute relation inu- 
le pour la réalisation de nos hypothèses. Les équations 


HXÿ!-—Y — 0, HXz-Z= 0; 


obtenues au n° 80, montrent que l’on a identiquement 
Y—0o,2—0o; le cas où les trois fonctions R, R'’, R/ se 
réduisent à zéro sera examiné plus tard, et nous l’ex- 
cluons en ce moment; alors, l’une au moins des fonctions 
R et R’’étant différente de zéro, nous supposerons que R 
ne soit pas nulle. Enfin l'identité X — o nous donne 


R'—22R, R’—XR, 


et nous distinguerons deux cas, suivant que À est une 
constante ou une fonction de x. 

Admettons d’abord la première hypothèse. Les iden- 
üités Ÿ — 0, Z — 0, O — o s'accordent à donner 


P+A1G = 0; 
si donc on fait 
ECS 
Sn 0 
on aura 
L L 
SR — — ÀË, 


et 1l viendra, à cause des formules (12), 
rAHE 2D°, + (2E"--D')XAE M, 
HE —2>EX+(2D —E')1 D’, 
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d’où, par l'élimination de E, 
DA ED NN RD ME MCE 0: 


on voit que £ est une fonction linéaire de x. 

Si l’on continue à représenter par V,, V:, V; les 
premiers membres des équations (6), on trouvera, au 
moyen des formules qui précèdent, 


= Vs —ÀV, =H(Hy+E —92ùE)(:—)y — E), 
À 2 | 
NÉS ATEN à | (ue + D'— & D") (2 Ày ce Er 


On voit par là que les équations V,— 0, V;—o sont 
satisfaites par toutes les valeurs de x, y, z qui satisfont 
_aux deux 

VO ray et 0: 
la dernière de ces équations est celle d’un plan : donc, 
les trois surfaces que nous considérons ont une conique 
commune. Ces surfaces ont aussi deux autres points 
communs, lesquels appartiennent à la droite représentée 
par les deux équations 
2 


Hy +E —2)E—0o, Hz + D'— T 


D 0: 
si l’on ture de celles-ci les valeurs de y et de z pour les 
substituer dans les équations (6), on trouvera les résul- 


tats 
OR OR 0: 


ces équations sont en général du deuxième degré et l’une 
quelconque d’entre elles peut être regardée comme l’é- 
quation finale qui convient au cas particulier que nous 
examinons. 

Le cas où la constante À se réduit à zéro n’introduit 
aucune particularité nouvelle. Les foncuons et R’ 
sont alors identiquement nulles; et comme nous excluons 

5. — Alg. sup., L. 12 
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le cas de R — 0, l'hypothèse O — o exige que l’on ait 
D/— o. Alors les lieux que représentent les deux der- 
nières équations (6) ont un plan commun. 


83. Supposons que À soit une fonction de x, et po- 
sons 


= 
S 
ret s étant des fonctions entières premières entre elles. 
Comme 


on aura 
Rs) RE rs net 

d’où 1l suit que le degré de r ou de s ne peut surpasser 
l’unité, et, comme l’une de ces fonctions au moins ne se 
réduit pas à une constante, la quantité Æ sera nécessæ- 
rement indépendante de x. 

D'après les résultats obtenus au numéro précédent, 
on aura 


D's+(E"—D'}r+{(D—E')r#s+Er— 0. 


Supposons que s ne se réduise pas à une constante; l’i- 
dentité précédente prouve que E est divisible par s; 
d’ailleurs E est du premier degré : on a donc 


Has 


x étant une constante. En substituant à E cette valeur 
et divisant par s, 1l vient 


D'$+(E"— D'}rs+(D—E +ar)r=o; 


on voit de même que D—E" + &7r est divisible par s, ct, 
en désignant par 6 une constante, on aura 


D—E = —cr+65s; 
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puis l'équation précédente divisée par s deviendra 
D’s+(E’—D'+6r)r—0; 


enfin la fonction E/— D’+ 67 est encore divisible par s 
et, en désignant par y une nouvelle constante, on aura 


E—D'——67+7ys, 
puis 
D'— — yr. 
En résumé, nos hypothèses nous ont donné les ré- 
sultats 
E—as, D—E——xr+65s, 
E’—D'——6r+74s, D’——7yr; 


et l’on aurait évidemment obtenu les mêmes formules, si 
l’on avait supposé r fonction de x, s pouvant être une 
constante. 


Au lieu de la constante k qui entre en facteur dans les 
expressions de R, R”, R”,nous en introduirons une autre g 
déterminée par l’équation 

kA—(82— {oy)—g?, d'où g—=+ (82 — ay) — #; 
alors les équations (6) de nos trois surfaces deviendront 

[Hy+E'+(g+6)s][Hy+E'—our—(g—6)s]+225[Hz+D'+{3—6)7|—0, 
[Hy+E' + (g+6)s] (Hz+D')—(9+6)s[Hz+D'+{g—6)r]—0, 
[Hz +D'+{(g—6)r][Hz+D'+oys—{(9+6)7|—2yr[Hy+E'"+{(g+6)s]—0. 

Ces équations sont satisfaites en même temps que les 
deux suivantes : 

Hy + +(g+6)s—o, 
Hz+D'+{g—6)r— 0, 
dans lesquelles g a l’une ou l’autre des deux valeurs 


HE W(É62—4ay)—k; les surfaces que nous considérons 
ont donc deux droites communes non situées dans le 
même plan. On voit aussi que le reste de l'intersection 


180 | COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


de deux des trois surfaces se compose de deux autres 
droites ; chacune de celle-ci coupe les deux premières 
droites en deux points qui sont sur la troisième surface, 
et en conséquence elle ne peut rencontrer cette troi- 
sième surface en d’autres points. 

Ainsi dans le cas dont il s’agit il n’y a plus d’équa- 
tion finale. 

84. Considérons enfin le cas où l’on a identiquement 
R= 0, R'— 0, R’— 0. Les premiers membres des équa- 
tions (6) deviennent alors 
Hy+E')(Hy+2D—L')+2E(Hz+2E"— D’), 
Hy +E')(Hz+D') —4D’E, 
V;,=(Hz+D')(Hz:+2E"—D')+2D"(Hy+2D—E'), 


MA 
Vas 


et 1l en résulte 
(Hz + D’) V, — (Hy + 2D —E') V, — 2EV;, —0, 
(Hy +E') V: = (Hz. + DE D')V;-—2D”V; —o. 
La droite qui a pour équations 
HYRSRE 0 Er 
appartient aux deux surfaces V, et V;, et, d’après les 
identités qui précèdent, le reste de l’intersection de ces 
deux surfaces appartient à la troisième surface V;,. Pa- 
reillement, la droite déterminée par les équations 
Hz D—=0,.:.D7=.0 
appartient aux surfaces V.et V;, et le reste de l’inter- 
section est sur V,. Enfin la droite 
Hy +2D —E —o, Hz+2E”’—D'—o 
appartient aux surfaces V, et V;, et le reste de l’inter- 
section appartient à V,. Il résulte de là que les trois 
surfaces considérées ont une courbe du troisième ordre 


commune. 
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Les trois droites qui complètent les intersections des 
surfaces deux à deux ne se rencontrent pas en général, et 
en conséquence elles rencontrent la courbe du troi- 
sième ordre. Dans le cas qu’on vient d'examiner il n’y 
a point d’équation finale. 

Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion, et 
nous remarquerons en terminant que nous n'avons pu 
rencontrer le cas où les surfaces données ont une courbe 
du quatrième ordre commune, parce quenous avons exclu 
les hypothèses dans lesquelles la constante H se réduit à 
Zéro. 


Sur Les équations simultanées dans lesquelles les coeff- 
cients ont des valeurs particulières déterminées. 


89. En ne considérant jusqu’à présent que des sys- 
tèmes formés d'équations générales dans lesquelles les 
coefficients sont indéterminés, nous nous sommes af- 
franchis de toutes les difficultés auxquelles les cas par- 
ticuliers peuvent donner naissance. Nous allons pré- 
senter ici quelques considérations relatives à ces cas 
particuliers; mais il n’entre pas dans nos vues d’appro- 
fondir en ce moment cette partie importante de la 
théorie des équations; nous reviendrons sur ce sujet 
dans la deuxième Section de cet Ouvrage. 

Les systèmes formés de plusieurs équations simultanées 
entre un pareil nombre d’inconnues peuvent être distin- 
gués en deux genres, suivant qu’ils admettent un nombre 
limité ou un nombre illimité de solutions. Dans le pre- 
mier cas, l’équation finale relative aux équations propo- 
sées doitévidemment être comprise dans l’équation finale 
qui serapporte au système composé d'équations générales, 
en même nombre que les proposées, et respectivement de 
mêmes degrés que celles-ci. Dans le deuxième cas, il n’y 
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a plus, à proprement parler, d'équation finale; cepen- 
dant il peut arriver que, parmi les solutions des équa- 
tions proposées, solutions dont le nombre est, par hypo- 
thèse, illimité, il y en ait quelques-unes, en nombre fini, 
qui se distinguent des autres par une propriété particu- 
lière et dont la détermination mérite d’être l’objet d’une 
recherche spéciale; cette recherche conduira donc à une 
équation finale d’une nature particulière. Nous avons 
rencontré un exemple de ce cas (n°% 81 et 82) dans le pro- 
blème qui a pour objet la recherche des points d’intersec- 
tion de trois surfaces du deuxième degré qui ont une 
droite commune ou une conique commune. 


86. Soient, comme au n° 70, 
(x) Vi ONE OR ANNE 0 


n équations générales des degrésm,,m:,..., my respecti- 
vement entre les z inconnues 


Z4o Z99 +. Zns 
et 


( 2) f 2e) —— 0 
l'équation finale du degré 
M—MiMa3...Mhs 


obtenucenéliminantz,, z°,...,z,_,entreleséquations(r). 
On aura identiquement, comme on l’a vu, 


(3) Sn) = Ti Vi + Ta Voto. + TrVns 


T,, T:,..., TT, étant des fonctions entières des inconnues. 
On peut toujours faire en sorte que les coefficients de ces 
polynômes soient des fonctions entières des coefficients 
des équations (1), et nous admettrons qu’ils aient été ra- 
menés à cette forme, en sorte que / ( z,) sera une fonction 
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entière de z, et des coefficients des équations (1). Rap- 
pelons encore que la méthode exposée au n° 73 donne le 
moyen de former les » systèmes de solutions des équa- 
ions (1) qui répondent respectivement aux 7 racines 
de l’équation (2). 

Cela posé, donnons aux coefficients 


A, B, C, . . L] 
des équations (1) les valeurs particulières 


A MR M CRUE 28 0 


et soient 


(4) Vo, V'=0, ..., Vo 


ce que deviennent alors les équations (1). Désignonsaussi 
par f(0)(z,), T9, les valeurs que prennent, dans la 
même hypothèse, les polynômes f (z,), T,,...; l’équa- 
tion (2) deviendra 


(5) JAN AE R 
et l’on aura 


2 rr(0) 47(0) (0) #7(0) (0) 
(6) JO) (3) = 1 V, où Di NOMERE REET 1 vo. 


Supposons d’abord que le premier membre de l’équa- 
tion ( )ne se réduise pas identiquement à zéro. [l est évi- 
dent, par la formule (6), que les seules valeurs finies de 
l’inconnue z, qui puissent, avec des valeurs convenables 
desautres inconnues, constituer des systèmes de solutions 
pour les équations (4), sont les racines de l'équation (5), 
et celle-ci sera l’équation finale relative au cas particulier 
que nous considérons. 

Dans le passage des équations générales aux équations 
particulières le degré de l'équation finale peut s’abaisser 
par l'évanouissementde quelques-uns des premiers termes 
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de la fonction f(z,); si ce degré se réduit à m —w, l’é- 
quation finale (2) a u racines qui deviennent infinies 
quand on fait tendre les coefficients A, B,..., vers les 
limites A(0), B(0),.... [1 est essentiel de tenir compte de 
ces racines infinies et de ne point abaisser au-dessous 
de mn le nombre des systèmes de solutions des équations 
proposées. Ces mm systèmes de solutions nous sont don- 
nés par les formules des n°73 et 74; les formules (7) du 
n°73 suffisent toujours quand l'équation finale (5) n'a pas 
de racines égales ; autrement il faut avoir recours aux for- 
mules (8), (9),... (n°74). Le cas où l'équation finale ac- 
quiert des racines égales mérite d'arrêter notre attention; 
parmi les »m systèmes de solutions des équations (4), il 
s'en trouve alors plusieurs qui fournissent la même va- 
leur pour l’inconnue z,. Il peut même arriver que # de 
ces systèmes coïncident entièrement, et, dans ce cas, ils 
constituent, pour les équations proposées (4), ce qu'on 
nomme une solution multiple d'ordre k. 

L’équation finale relative aux équations générales (1) 
nous donne ainsi la véritable équation finale qui se rap- 
porte aux équations particulières (4); mais, quand on veut 
obtenir celle-ci par une voie directe, il est essentiel de 
maintenir à chaque racine le degré de multiplicité qui 
lui convient. 


87. Supposons maintenant que la fonction /(z,) se 
réduise identiquement à zéro quand on fait À = A), 
B = B(),.... Nous poserons 


A— AU) +eAU), B—B(0+eBt), C—C(0) -+ EC), 


A), B(), CU)... étant, ainsi quee, des constantes in- 
déterminées, en sorte que la généralité des équations (1) 
ne sera point altérée. En faisant cette substitution dans 
les polynômes Vzet T} et en ordonnant ensuite les résul- 


PR 
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als par rapport aux puissances croissantes de €, on aura 


Vie Ne +- e Vi? 
CE 


D D Pr Er En es 


V® et T® étant des polynômes indépendants de e. La 


fonction f (z,) prendra donc la forme 
Ven. fais (z») Fe Gate, (zh) + €? f (2) 25) FiFonein e 


Par hypothèse, le terme (0 (z,)est nul ; quelques-uns 
des coefficients des puissances de e peuvent aussi se ré- 
duire à zéro, mais ils ne peuvent pas tous s’évanouir, Car 
l'expression précédente de f(z,) se rapporte toujours à 
un système d'équations générales. Désignons par f#) (z,) 
le premier des coefficients qui sont différents de zéro, on 
aura alors identiquement 


fa (zh) — O0, Fa (z,) —= O, ……, LT (z») — O, 
et l'expression de f{z,) deviendra 
Fan) = nf 0 (an) ee OO (2) 5 


en conséquence, l’équation finale relative au système gé- 
néral (1) prendra la forme 


1:00 (3n) + sfr) (z,) ne ter Où 


Maintenant, pour passer des équations générales aux 
équations particulières (4), il suffit de faire tendre e vers 
zéro, et à la limite l'équation finale se réduira à 


PE (Zn) = Où 


L'analyse qui précède nous conduit donc toujours à 
une équation limite, soit que les équalions proposées ad- 
mettent des solutions en nombre limité, soit que ces 
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équations constituent un système indéterminé, et ad- 
mettent en conséquence une infinité de solutions. 

Lorsque le premier cas a lieu, il y a pour les équations 
proposées une certaine équation finale 


p(Zx) 0 


qui est indépendante des quantités arbitraires At), B(, 
CU)... et dont le premier membre est évidemment un 
diviseur de f # (z,); on a donc 


FU za) = (za) SP (2n ), 


D{z») étant une fonction entière de z, et des arbi- 
traires A), BU)... 

Lorsque les équations proposées admettent uncinfinité 
de solutions, 1l n'y a plus d’équation finale; l'équation 
limite 

YA (zh) == 0 
correspond à ce qu’on nomme, dans la Géométrie, une 
enveloppe. Elle fournit les valeurs limites qui convien- 
nent à l’inconnue z,, dans le cas d’un système variable 
que l’on fait tendre, suivant une loi quelconque, vers 
un système composé d'équations indéterminées. 


88. Les considérations que nous venons de présenter 
peuvent se résumer par les propositions suivantes : 

Le degré de l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation de n—1 inconnues entre n équalions algébri- 
ques quelconques à n inconnues est au plus égal au 
produit des degrés de ces équations. 

Dans le passage d'un système d'équations générales 
à un système d'équations particulières respectivement 
de mémes degrés, le degré de l'équation finale peut 
s'abaisser, soit par l’évanouissement de quelquestermes, 
soit par la suppression d’un facteur. 


d'- RE 
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Il serait facile d'établir par notre analyse que l’équa- 
tion finale relative aux équations (4) peut toujours se 
mettre sous la forme 


CAPE ME Aa nr S, VU) — 0, 


Sy, So... Sn étant des fonctions entières. La détermina- 
tion directe de ces polynômes multiplicateurs, dans les 
différents cas qui peuvent se présenter, est le problème 
que Bezout s’est proposé de résoudre, et dont le déve- 
loppement forme l’objet de la Zhéorie des équations 
algébriques, que nous lui devons. La solution n’est pas 
exempte de difficultés, et l’application de la théorie est 
fort laborieuse; aussi nous n’entrerons à ce sujet dans 
aucun détail, et nous renverrons à la Section suivante, 
où l’on trouvera l’exposition d’une nouvelle méthode 
d'élimination. 

Il ne sera pas inutile, en terminant, de présenter un 
exemple simple dans lequel le degré de l'équation finale 
s’abaisse par la suppression d’un facteur. Je choisirai, 
à cet effet, le cas de deux équations du deuxième degré 
que nous avons déjà considéré au n° 78. Les inconnues 
étant x et y, soient 


V;,=Py? +Qy7 +R —=o, 
(1) V,=P'# +Q'r+R'—=0o 

deux équations générales du deuxième degré; P et P’ 
sont des constantes, Q et Q/ sont des fonctions linéaires 
de x, R et R’ sont des fonctions entières du deuxième 
degré. Les facteurs T,, T,, par lesquels il faut multiplier 
respectivement V, et V,, ont ici pour valeurs 


T,=— (PQ —QP'}(P'>+Q') — P'(RP' —PR'), 
T, = + (PQ — QP')(Py7 +Q) +P(RP'—PR'), 


— 
D 
— 
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et le premier membre de l'équation finale est 
19 Ai V, | T; V, == (PQ —— QP”) (QR’ 7— RQ') ne (RP’ ir PR'}. 


Ce premier membre se réduit à zéro, ainsi que les poly- 
nômes T, et T°, lorsqu'on suppose P —0, P'= 0. Po- 
sons, conformément à ce qui a été dit précédemment, 


PESrDARDe En 


les formules (2) et (3) donneront 

—=— (pQ'— p'Q)Q'—:[(pQ— p'Q)p'7+p'(p'R—pR')|, 
T'; ! / ! / ! ! 
= + (PQ —p'Q)Q+El[(PQ'—?'Q)pr + p(P'R—pR)], 


et 
2 _—. is VENT R'—R 1 NP VB 2e R' }? 
+ 2 =(pQ'—p'Q)(Q Queer pR'}?. 


Faisons tendre maintenant € vers zéro et désignons 


71h fé f à 
par VV TE Nes nues dev ne _ et = 


29 ALP 


On aura 


D 0 PIE ri 120; —p'Q)Q, 
et 


TON + Vi=(pQ— 7 Q)(0RÆ RO 


Si l’on remplace dans cette dernière formule T° et T{ 
par leurs valeurs, les deux membres contiendront le fac- 
teur pQ'— p'Q, et en supprimant ce facteur il viendra 


— Q'V+QV/—QR'— RO": 
l'équation finale se réduit donc à 


QR'—RQ—=0, 
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et, comme on le voit, elle s’est abaissée au troisième 
degré par la suppression d’un facteur. 

Si l’on suppose que x et y représentent des coordon- 
nées rectilignes, les équations proposées seront celles de 
deux coniques. L’équation finale que nous venons d’ob- 
tenir fera connaître les abscisses de trois des points d’in- 
tersection, mais les deux coniques doivent être regardées 
comme ayant un quatrième point commun situé à l’in- 
fini, l’ordonnée y de ce quatrième point est infinie, 
mais l’abscisse x est complétement indéterminée. 

L'existence de solutions indéterminées se manifeste 
même chez les équations du premier degré. Effective- 
ment, les deux équations 


ay+bx+c—=o, a'y+bx+c—=o 


représentent deux droites qui deviennent parallèles lors- 

qu’on suppose a—0,a—0. L'ordonnée du point d’in- 

tersection est alors infinie, mais l’abscisse est indéter- 

minée. 

Théorème relatif au degré de multiplicité des solutions 
de deux équations simultanées à deux inconnues. 


89. Il existe, à l'égard des solutions multiples d’un sys- 
tème d'équations simultanées, un théorème analogue à 
celui qui concerne les racines multiples des équations à 
une inconnue. Nous allons établir ici ce théorème en nous 
bornant au cas de deux équations à deux inconnues x BE. 

Soient 


(1) PSE TOR Er Tr)" 0 

deux équations des degrés #7 et 7 respectivement et aux- 
quelles nous supposonsla plus grande généralité possible. 
Pour donner à ces équations la solution x =x, 3 —Yy, 
il suffira d’assujettir les arbitraires contenues dans fet F 
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aux deux conditions 


(2) PÉEorT 0) =D; ET 


Cela étant, ordonnons f(x,y), F(x,7) par rapport à 
X—Xo et Y —Yo, puis posons 


dent A UN 


il est évident que les premiers membres des équations (1) 
prendront la forme 


(3) Fa, rx) où (4) x — 20) qo(t) +... + (to) on (t), 
F (æ, Y)=tr— 2) P, ( t) +(x— x) #$,(4) Re = (x — x)" ®, (6), 
(1), P,(t) étant des foncuons entières de 4, la première 
du degré y etla seconde du degré y ; dans ce qui va suivre, 
les indices p et y pourront surpasser m1 et 7 respective- 
ment, mais dans ce cas on fera w,(t) = 0, D,(t) = 0. 
Désignons par 


dx, y)=a(t) + (er — root) +... + (æ — x) a,(t) 


une fonction entière arbitraire, d’un degré quelconque 5; 
des deux variables x et y, et que nous ordonnons de la 
même manière que les fonctions f et F. On aura identi- 
quement 


(4) Fe )— fe 7) der) (er) Tite) Ti, 
en posant, pour abréger, 


Ti=d(t) —oo(t)qi(t), 
Tdi) —[o(t)p(t) +ait)m(e)], 


et si l’on dispose des arbitraires contenues dans les fonc- 
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tions f et F, ainsi que de celles contenues dans Y, de ma- 
nière que l’on ait identiquement 


(5) HR OT ES OPUS rail 2 0 
la formule (4) deviendra 
(6) ES nr r)dir r)=(r— 0m) T, + (ee — 20) FiTeuit 0 


Cela posé, supposons qu’on veuille donner aux équa- 
tions proposées la solution x —x, ,Y=71; il suffira que 
le second membre de la première formule (3) et celui 
de la formule (6) se réduisent à zéro pour x =x, et 
FÉES | 


DR Ces valeurs de x et de £ devront donc satis- 
* il TE A To 





== 


faire aux deux équations 


plt)+{(r—)p(t)+...=0, 
Tr + Ce — 20) Ty Va 187 
Mais, si l’on fait varier x, et y, de manière que ces 
quantités tendent vers les limites x et yo, les deux 
conditions imposées aux arbitraires se réduiront à une 
seule à la limite, car il suffira que les deux équations 
AE Tr 0 
soient satisfaites par la même valeur de t; cette valeur 
FES: 0 
Ti — Lo 
quand y,et x, tendent vers y, et x,. Comme la première 
des équations précédentes est du premier degré, la con- 


sera égale à la imite vers laquelle tend le rapport 


dition dont nous venons de parler équivaut à celle de la 
divisibilité de Ty; par #,(4); enfin, parce que T;renferme 
ie terme &4_,(t)o,(t) et que les conditions (5) laissent 
‘HS (4) indéterminée, on peut supposer cette fonction 
choisie de manière que l’on ait identiquement 


(7) Lee 0: 


On voit donc que, si l'on dispose des quantités quires- 
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tent arbitraires de manière à satisfaire à l'équation (7), 
on augmentera d’une unité {n° 86) le degré de muluipli- 
cité de la solution (x6, Yo). 

[résulte de là que les formules (5) donnent les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour que le degré de mul- 
tiplicité de la solution (x, Yo) soit égal à k; ces mêmes 
formules expriment qu'il existe une fonction Ÿ (x, y)telle, 
que l'équation (6) ait heu identiquement. Il faut remar- 
quer que le polynôme T}; n’est pas divisible paro,(t), à 
moins que le degré de multiplicité de la solution (x4,Y) 
ne soit supérieur à À ; en outre 1l est évident qu’en dis- 
posant de la fonction indéterminée 5z_,(t), on pourra 
réduire T} à une constante différente de zéro. 





Remplaçons { par sa valeur : —?; la formule (6) de- 
viendra | d 
(8) F (, 3 — f(x, ÿ} Ÿ fe: Y) YU FA 


x (x,7) étant, d’après ce que nous venons de dire, un 
polynôme de la forme 


(9) x (m1 6er À Go (æ— 0) (7 — 70) 





où Gr et Gp, 4 désignent des coeffieients constants et où le 
signe Ÿ embrasse un nombre limité de termes dans 


chacun desquels le degré p + 4 est supérieur à k. 

Nousemploieronsles caractéristiques D,, D, pour re- 
présenter les dérivées denos polynômes prises par rapport 
àx et à y respectivement; ansiD,F{x, 7), D'F/4227 
désigneront les dérivées de F(x, y) relativement à x et 
à y. Cela posé, si dans l'identité (8) on remplace x par 
x + h, etqu'on égale les coefficients de la première puis- 
sance de À dans les deux membres, il viendra 


(ro) D, F(x,r)—f{r,7) Di (x) —4 (x, )De/ (2,7) = Dy(x, y JE 
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on aura aussi, en opérant de la même manière à l'égard 


de Ÿ; 
Gr) D, Fer) fer) Ds der) — der) D, Je, r) = D, x (2 7). 
Nous poserons | 


(2) File, = Dy/ (en). D2F (ep) D fe 9). D, Fm 97 
et nous ferons en même temps, pour abréger l'écriture, 


her) =D, (ar) Ded(ar)—De far) D, (er), 
(er) =D, f(x,» ) Dex (a, 7)—Di f(x, y) D,x (er). 
Alors, en ajoutant entre elles les équations (10)et(rr)res- 
pectivement multiphiées par +D, f{x,y)et—D,;f(x,y), 


on trouvera 


(13) Fier) f(x r)h(er)=x(er). 

Les termes du premier degré en x—x,ety—7, dans 
f(x, y) ont pour somme (x—x,)9,(t), et la dérivée de 
cette somme par rapport à y est égale au coefficient g det 
dans o,(t), coefficient que toute notre analyse suppose 
différent de zéro. Il en résulte que y,(x, 7) contiendra le 
terme kg G(x— x)" avec d’autres termes qui seront 
tous d’un degré supérieur à £—1 par rapport à x — x, et 
Y —7 0; cette fonction y,(x, y) aura donc la forme 


(14) Xe, Den) NE (2 — 20 Bat Ce 


HetH,, , étant des constantes, et la somme p + g étant 
supérieure à À —1. 

Les formules (13) et(14) montrent que (xs, yo) est une 
solution multiple d'ordre #—1 pour les équations simul- 
tanées 

PES OR AT Me 0: 
Ce résultat subsistera lorsqu'on donnera des valeurs par- 
ticulières aux quantités qui restent arbiiraires dans F et 
dans f, lors même que ces valeurs feraient disparaître £ de 
S.— Alg. sup., I. 1: 
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oi (t), pourvu cependant que w,(t) ne se réduise pas à 
zéro. On éviteraeffectivement ce cas si l’on reprend l’ana- 
lyse qui précède, après y avoir changé les lettres x et y 
l’une dans l’autre. 

Mais, si y, (t) se réduit identiquement à zéro, la conclu- 
sion précédente ne peut pas être maintenue; dans ce cas, 
les deux équations 


D,f(x,r)=o, D,f(zx,7)=o 
admettent la solution x = 2x6, ÿ—=7Y0. 
Comme rien ne distingue les équations (1) l’une de 


l’autre, on peut énoncer le théorème suivant que nous 
avions en vue : 


THéorëme. — Soient f(x, y)=0, F(x, y) =0 
deux équations simultanées, et F, (x, y) la différence 
D, fl 7) DeF(æ,y)— De flær) D, F(, 7). Se 
les équations proposées admettent la solution x = xo, 
y—=70 avec un degré de multiplicité k, les équations 
Fix, y) =0, f(x, y)=0o admettront la méme solu- 
tion avec un degré de multiplicité précisément égal à 
k— 1, à moins que cette solution n appartienne aux 
deux équations D, f (x, y)= 0, D}72202 = 0 AU 
reillement les équations F,(x,y)= 0, F(x,7) =o ad- 
mettront la solution x == xs, y = 7, avec le degré de 
multiplicité k— 1, à moins que les deux équations 
DPF 0; D; Fix, = 0 n'arenticettanmienre 
solution. 


On voit que, dans tous les cas, une solution multiple 
des équations f(x, y)= 0, F{x, y) = o satisfait néces- 
sarement à l'équation 


Dr rIDLE (x, =D NE, ND RARE 


990. La proposition que nous venons d'établir comprend 
le théorème qui se rapporte aux racines multiples des 
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équations à une seule inconnue; car, si on l’applique 
aux deux équations f(x) = 0, y — 0, dont la première 
a À racines égales à x,, elle indiquera que l’équation 
f'(x)=0o a À — 1 racines égales à xs. 

Mais le nouveau théorème n’a pas une étendue aussi 
grande que le premier, car nous avons exclu le cas d’une 
solution multiple qui satisferait aux quatre équations ob- 
tenues en égalant à zéro les dérivées relatives à x et à y 
des premiers membres des équations proposées. Ce cas 
est celui dans lequel la solution que l’on considère est 
une solution multiple de chacune des équations prises 
séparément. En effet, si l’on pose, comme au n° 89, 


J — Jo = t(x — 2%), 


et que la fonction f(x, y) du degré m puisse se mettre 
sous la forme 


Pa r)= (rx pt) +. +(r— x) on(e), 


ox (t) étant d’un degré égal à Æ, parmi les racines de 
l'équation 
ox(t) EE AT (æ co. 20 ) TE pr (é) 29" 


il y en aura k qui tendront vers des limites finies quand 
on fera tendre x vers x,, d’où il résulte que # solutions 
de l'équation f(x, y) — 0 viendront se confondre à la 
limite avec la solution (x6, Yo). Si l’on suppose que x ety 
représentent des coordonnées rectilignes on pourra dire 
que le point (xs, yo) est un point multiple d'ordre k pour 
la courbe représentée par l'équation f(x, y)= 0. 

Nous avons cru utile de faire cette indication, mais 
nous n’entrerons point dans l'examen des détails du cas 
singulier dont il vient d’être question. Remarquons seu- 

lement que, si deux équations 


EN 0, F(x, Tr) — 0 
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admettent la solution (xs, y) avec le degré de multipli- 
cité k, mais que cette solution soit simple pour chaque 
équation prise séparément, on pourra remplacer l’une 
des équations par une autre pour laquelle la solution 
(Xo, Yo) ait le degré de multiplicité Æ. Il est évident, en 
effet, qu'à la dernière des deux précédentes équations 
on peut substituer la suivante : 


F(z,7)—f(a r)4(m7)= 0, 


qui remplira la condition requise si l’on détermine la fonc- 
tion (x, y) comme on l'a expliqué au numéro précédent. 


Application de la théorie du plus grand commun divi- 
seur à la recherche des solutions communes à deux 
équations à deux inconnues. 


91. La théorie du plus grand commun diviseur fournit 
une méthode très-simple pour ramener la résolution de 
deux équations à deux inconnues à celle d’un ou de plu- 
sieurs systèmes dans lesquels l’une des équations ne ren- 
ferme qu'une seule inconnue. Nous allons exposer ici 
cette méthode. 

Soient 


(1) V, ==10; Va 0 
deux équations algébriques entre les inconnues x et y. 


S1 les polynômes V, et V, sont décomposables en fac- 
teurs, de manière que l’on ait 


Vi = VO VE. VU, Vs — VU VO)... VO, 


il est évident que la recherche des solutions du Sys- 
tème (1) se ramènera à celle des solutions des y sys- 
tèmes 


(2) Vh=o, Vf=o, 
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les indices supérieurs £ et j pouvant recevoir les valeurs 
1} 2). et 1, 2}; .., v respectivément, 

Si les équations qui composent l’un des systèmes (2) 
rentrent l’une dans l’autre, ce système sera indéterminé 
et la même chose aura lieu à l'égard du système proposé. 

S1 les équations (2) ne renferment l’une et l’autre 
qu’une seule inconnue, x par exemple, elles seront in- 
compatibles et elles ne fourniront aucune solution des 
équations proposées, à moins que leurs premiers mem- 
bres n'aient un diviseur commun. Alors, si l’on prend 
l’une des valeurs de x qui annulent ce diviseur commun, 
avec une valeur arbitraire de y, on satisfera évidemment 
aux équations (1); ce.cas est compris dans le précédent. 

S1 les équations (2) renferment seulement, l’une l’in- 
connue x, l’autre l’inconnue y, chacune d'elles aura 
autant de racines qu'il y a d'unités dans son degré, et en 
combinant successivement chaque racine x avec chaque 
racine y, on obtiendra tous les systèmes de solutions des 
équations (2). 

Enfin, si, l’une des équations (2) renfermant les deux 
inconnues, l’autre n’en contient qu’une seule, x par 
exemple, celle-ci admettra une ou plusieurs racines, et 
la première équation fournira une ou plusieurs valeurs 
de y correspondant à chaque racine x. La recherche 
des solutions des équations simultanées (2) n’offre donc 
alors que les difficultés du problème de la résolution 
d’une équation à une inconnue. | 

En général, avant de procéder à la recherche des solu- 
tions des équations proposées (1), il conviendra de dé- 
barrasser leurs premiers membres des facteurs fonctions 
de x ou fonctions de y que ces polynômes peuvent ad- 
mettre. On appliquera à cet effet la méthode du n° 47; 
par exemple, pour avoir les facteurs de V, qui ne dé- 
pendent que de x, on ordonnera ce polynôme par rap- 
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port à y, ensuite on cherchera le plus grand commun 
diviseur de deux des coefficients, puis le plus grand 
commun diviseur entre ce premier plus grand commun 
diviseur et un troisième coefficient, et ainsi de suite. 
Cette opération ayant été exécutée, on sera ramené, d'a- 
près ce qui précède, au cas de deux équations dont les 
premiers membres n’ont aucun diviseur fonction d’une 
seule inconnue. 


92. On est naturellement conduit, comme on va le 
voir, à appliquer la méthode du plus grand commun di- 
viseur dans la recherche des solutions communes à deux 
équations. 

Soient 
(1) V, = A0: Ve à 
les équations proposées entre les inconnues x et y. Con- 
formément à ce qui a été dit au numéro précédent, nous 
admettrons que les polynômes V, et V, n’ont aucun divi- 
seur commun; ces polynômes ayant été ordonnés par rap- 
port aux puissances décroissantes de y, supposons que le 
degré de V, par rapport à y ne soit pas inférieur au degré 
de V:. Divisons V, par V,, et désignons par Q, le quo- 
tient, par V;, le reste de la division; on aura 

VIENS QUE; 
Si la division n’a introduit aucun dénominateur fonction 
de x, Q, et V;, seront des fonctions entières; par suite, 


les valeurs simultanées de x et de y qui annulent V, 


donneront 
V, — Va: 


et, en conséquence, le système proposé (1) admettra les 
mêmes solutions que le système formé des équations 


(2) V0, Vie D. 


qui est évidemment plus simple. 


LeY 


SECTION I. — CHAPITRE IV. 199 
Supposons, d'après cela, que l’on opère sur les poly- 
nômes V, et V:, comme s'il était question de chercher 


leur plus grand commun diviseur; on sera conduit à une 
suite d’égalités telles que 

NV V,:0: + Va, 

V; — V: Q, —- V,, 


QnAaL Green, 0 CALE AL ACPE AE EN RACE 


VE = ANT 07 APT 


Vs, V:,... V, sontdes fonctions entières de y dont les 
degrés formeront une suite décroissante, et la dernière 
fonction V, est indépendante de y. Si aucune des divi- 
sions qu’on vient d’exécuter n’a introduit de diviseurs 
fonctions de x, en sorte que Q,, Q:,..., Q, soient des 
fonctions entières de x et de y, ainsi que V;, V,,..., V, 
il est évident que les solutions du système (1) seront les 
mêmes que celles du système 


(3) Ve — O, \ O, 


dans lequel l’une des équations ne renferme que l’in- 
connue x, et celle-ci sera l’équation finale qui résulte de 
l'élimination de y entre les proposées. 

Mas, le plus souvent, la recherche du plus grand 
commun diviseur des polynômes V, et V, introduit des 
dénominateurs fonctions de x; dans ce cas, les conclu- 
sions précédentes ne subsistent pas. Si, par exemple, la 
division de V, par V2 introduit de tels dénominateurs, 


: N } » 
le quotient Q, sera de la forme FT N et D étant des fonc- 
tions entières; on aura 
N 
Vi=V, = +V 
1 25 + Vs 


et l'égalité V, = V, n'aura plus lieu nécessairement pour 
les valeurs de x et y qui annulent V,, parce que le dé- 
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nominateur D peut alors se réduire aussi à zéro. Tou- 
tefois, on évitera les dénominateurs fonctions de x, si, 
avant de commencer la division, on multiplie le poly- 
nôme V, par une fonction entière X de x, convenable- 
ment choisie; on aura alors 


XV, a Q: œ VE 


Les solutions des équations V, — 0, V, — o sont com- 
prises parmi celles des équations V, = 0, V; — 0; mais 
ces dernières admettent en outre les solutions des équa- 
tons X —o, V:—o; donc, quand on remplacera le 
système (1) par le système (2), on ne supprimera aucune 
des véritables solutions, mais on pourra en introduire 
qui soient étrangères à la question. 

Il était important d'éviter ces solutions étrangères in- 
troduites par la méthode du plus grand commun divi- 
seur. Labatie a fait connaître en 1832 un théorème que 
nous allons exposer et qui remplit cet objet de la ma- 
nière la plus heureuse. 


Théorème de Labattre. 


93. Sotent V, et V, deux fonctions entières de x et 
de y qui n'ont pas de diviseur commun et qui ne ren- 
ferment aucun facteur indépendant de y; ordonnons 
V, et V, par rapport à y et opérons sur ces polynômes 
comme s'il était question de chercher leur plus grand 
commun diviseur, en ayant soin : 1° de multiplier cha- 
que dividende par une fonction entière de x, choisie de 
manière à éviter les dénominateurs fonctions de cette 
inconnue; 2° de débarrasser chaque reste des facteurs 
indépendants de y qu'il peut avoir, avant de le prendre 
pour diviseur, 

Soient Uy, Us +. Un les multiplicateurs ainsi em- 
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ployés, Qi, Q», ..., Q, les quotients obtenus dans les 
divisions successives, et Vavi, Vivo,..., VnsVn_1s Vn les 
restes de ces divisions ; le dernier reste v, est indépen- 
dant de y, et, dans ceux qui le précèdent, vi, Va, ..…., Vn_1 
désignent des facteurs fonctions de x seule, de manière 
que Va, V;,,..., Vhs ne renferment aucun facteur in- 
dépendant de y. 

Soient encore d, le plus grand commun diviseur de 


Uy Uo 


d 


HU Uy 


u, et dev de “1723 
i 1, do celui de ET 


et de v», d; celui de 





UjU3...Uy 

d d, Me dy 

Cela posé, on obtiendra toutes les solutions com- 
munes des deux équations 


et de vs, ...,d, celui de et de v»h. 


(1) Vi 0, Vs, 


sans aucune solution étrangère, en prenant les solutions 
de chacun des n systèmes 


MAET O1 Vie T0 V, =0o V0 
2 0 , . ù ( 3 .…. m : 
) LE ==—=.0 #4 = () lie AU 7 == À 
d, lo d, are 


On a les égalités 
Vi = VoQ: + Vin, 


Ua Va = V3 Q: + Viva 
Us Va = Vi Q3 + Vs93 


dues one Er 2,0% 8.0, 5 eo, 9 OBIONCINOR CNE DEN 


(3) 
TRS A Ve (BE + Vi nn 
UnNn — Vh Q: + Ph 


qui seront toutes comprises dans la suivante : 
Uy. Vi ES Vus Qu ne Vuto Pau 


si l’on attribue à y toutes les valeurs 1, 2, ..., 7 et que 
l'on prenne V,,» égale à l'unité. 
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Les multiplicateurs w, peuvent être choisis de ma- 
nière que u, et y, n'aient aucun diviseur commun; par 
exemple, si le plus grand commun diviseur d, de u, et de 
», ne se réduit pas à l'unité, le produit V, Q, sera divi- 
sible par d,, d’après la première des égalités (3), et ce 
produit s’annulera si l’on prend pour x l’une des racines 
de l’équation d, = 0; mais le polynôme V, ne peut être 
nul, puisqu'il n’a aucun diviseur indépendant de y; donc 
il faut que Q, s’annule, et en conséquence Q, est divi- 
sible par d,, quel que soit y. Il résulte de là qu’au lieu 


1.° . °  U 
du multiplicateur w, on aurait pu choisir Le dans les ap- 
1 


plications du théorème de Labatie, il conviendra tou- 
jours d’adopter les muluplicateurs les plus simples; ce- 
pendant la démonstration que nous allons présenter ne 
suppose point que l’on ait pris cette précaution. 

Si, entre les & — 1 premières des égalités (3), on él- 
mine Vo, Vs,..., V,_,, il est évident que le produit 
Uyüs...üy V, se trouvera exprimé par la somme des 
polynômes V,, V,,,, multipliés chacun par une fonction 
entière, et il est facile de voir que, si l’on divise par 
d, d:.…..d,_, l'égalité ainsi obtenue, elle prendra la forme 


Uj Ua. Un V G v Pu—1 
— ris F PA + Go V D SA: 
(4) CRT PRIS Pa ° Pur SIDE LA RER. 


DATÉE 


pour p — 2, cette formule devient 


, désignant des fonctions entières. D'abord, 


u [4 
7 Vi = Gi Vo + GoV 


et elle coïncidera avec la première des égalités (3), si l'on 
divise celle-ci par d, et que l’on pose 


(5) Re G Fu 


1 de 
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cette valeur de G, est entière, car, ainsi que nous l’avons 
montré plus haut, Q, est divisible par d,. D’après cela, 
pour établir la formule (4), il suffit de montrer que, si 
elle a lieu pour une valeur de y, elle subsiste encore pour 
la même valeur augmentée de 1. A cet effet, multiplions 
Uy 
dy 
valeur tirée des égalités (3), savoir 


la formule (4) par 


et remplacons ensuite u, V, par sa 
Pac FA 


ui Vy = Ve Q; ste Vie Pas 
si l’on pose, pour abréger, 


(6) Cr Gi Qu me Gu—o Mn 
à 4; C1 ue 7 Pa 


1] viendra 


Uylse Us 4 Uy 


Pr dl 
d, d, ie A d, V, — Gy Vos —- LE 487 Vite d, 9 


par hypothèse, G,_, est une fonction entière; donc, à 
cause de la précédente égalité, le D'OQuHECANV Rest 
pareillement une fonction entière, ce qui exige que G, le 
soit aussi, puisque V,., n’a pas de facteurs indépendants 
de y. La formule précédente se déduit de la formule (4) 
en remplaçant Lparu+i: donc notre assertion se trouve 
justifiée. En même temps, on voit que les fonctions G», 
G3,...seront données successivement par la formule (6), 
en partant des valeurs connues de G, et de G4. 

Le polynôme V, est lié aux fonctions V, et V,,, par 
une relation analogue à la formule (4). On a effective- 
ment 


LU, HER TEE (2 A 
2 1 LEE p—1 
(7) V; EE H,_, Va Er He Ve x 9 
1 


dde pe 


Hy-1 et H,_, désignant des fonctions entières. Cette 
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formule se déduit de la formule (4) en changeant dans 
celle-ci V, en V, et en remplaçant la lettre G par H; 
donc le raisonnement qui a servi pour établir la for- 
mule (4) prouve que, si notre nouvelle assertion s’ap- 
plique à une valeur de y, elle subsiste pour la même va- 
leur augmentée de 1. Le même raisonnement montre 
encore que l’on a 


(8) D es La 
é ds de di 


Or la formule se réduit à une identité, pour 4 = 2, 
7 , POUSSE 
si l’on fait 
U, 

Le FE = PO 5 
(9) 0 1 1 d, 1 
donc elle est générale, et en partant des valeurs (9) de 
H, et de H,, la formule (8) déterminera toutes les fonc- 
tions entières H,. 

En retranchant les égalités (6) et (8) l’une de l’autre, 
après les avoir multipliées respectivement par H,_, et 
G,_,, on obtient 

Hu 2 150, Lu et lie GSM GRIS 

Gy ai PRE n re | ns Sono rs, UE 0 4 pe ); 

p—1 dy 
remplaçons p successivement par 2, 3,...,ga et multi- 
plions entre elles les p — 1 égalités résultantes, il viendra 


U, U U V4 D: o 
EF F7 fus p—1 sus 2480 En A0 rt 
G,H,-; H, Gui sal ( 1) (Gi H, H, G) 1. ASS di ER. d'A de Æ, <e de ; 


ou, à cause des formules (5) et (9), 


y Lo so y A PE PE 
di ds ee 


(10) Gus — HG —(—1)* 


Enfin, si l’on retranche les formules (4) et (7) l’une 
de l’autre, après avoir multiplié la première par H,, 
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et la seconde par G,_,, il viendra 


Uj Ua ,.. Us Ai RAF de Gi V) 


7 PE PSE PS 
Vu 


— — Le 0 — Gye Hi; ) Né: THIUS) 
| 


et, ayant égard à la formule (10), on aura simplement 


Pi D: pe 
(11) FA Re LE RO Em TE a D'AINT 


1 d, CA 





en particulier pourg—=n7+i,ona 


(12) HA ON re ennee 


di & dy 


2 





Les formules (4), (7), (11) et (12), que nous venons 
de tirer des égalités (3), fournissent immédiatement la 
démonstration du théorème de Labatie. 


(4, —1 p, +3 
ie DEL mie 
d, d, . : ot di: 


cun diviseur commun, les formules (4) et (7) montrent 
que les valeurs de x et de y qui annulent V, 


En effet, les fonctions 





n'ayant au- 


Put 
re 


mier lieu, toutes les solutions des divers systèmes (2) 





annulent nécessairement V, et V,; donc, en pre- 


sont des solutions des équations (1). 
En second lieu, si des valeurs simultanées de x et de y 
annulent V, et V2, la valeur de x SEL Fri la 





ro 
formule (12), l’une au moins des fonctions = A x ACTE ni 
a An 


Si la première de ces fonctions s’annule, Ée valeurs de 
x et de y que nous considérons seront des solutions 
du premier système (2); supposons généralement que 


2 ! . . ; 
—+ soit la première fonction qui s’annule; alors la for- 


d, 


mule (11) montre que V,.,, doit s'annuler, et en consé- 


Q 
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quence les valeurs de x et de y qui, par hypothèse, satis- 
font aux équations no satisferont également à celui des 
systèmes (2) qui occupe le pi" rang. Donc : toutes les 
solutions des équations (1) satisfont à l’un au moins 
des systèmes (2), ce qui achève la démonstration du 
théorème énoncé. 

Remarques. — Le théorème de Labatie donne les 
diverses solutions des équations proposées, avec le degré 
de multiplicité qui leur convient; mais cette proposition 
nouvelle ne me paraît pas avoir une importance assez 
grande pour que je m’arrête à en présenter la démonstra- 
tion. 


94. Le théorème qui précède se rapporte exclusivement 
aux solutions finies et déterminées des équations propo- 
sées. Pour avoir les systèmes de solutions déterminées 
dans lesquelles la valeur de y est infinie, il suffit d’or- 
donner les équations par rapport aux puissances décrois- 
santes de y, et de chercher le plus grand commun divi- 
seur entre les coefficients du premier terme de l’une et 
de l’autre équation. On égalera ce plus grand commun 
diviseur à zéro, et les racines de l'équation obtenue se- 
ront les valeurs cherchées de x. 

On procédera d’une manière semblable pour trouver 
les solutions dans lesquelles la valeur de x est infinie. 


Application de l'élimination à la transformation des 
équations. 


95. Le problème que l’on a en vue, dans la trans- 


formation des équations, peut être énoncé de la manière 
suivante : 


Etant donnée une équation f(z)— 0 du degré m, 
dont les racines sont représentées par Z4, 22» + « » » Zmr JOT- 


1 
SR 
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mer une équation F (Ho dont chaque racine u s'ex- 
primeparune fonctionrationnelle donnéeo(z,,22,...,2,) 
de x racines de la proposée. 

Il est évident que la solution de ce problème s’obtiendra 
en éliminant les y quantités z,, z:,...,z, entre lesu +1 
équations 


f(a)=o, f(m)—=o, ..., f(a)=o 


D Dirt PU en 


En traitant la question à ce point de vue, chacune des 
racines Z4, Z2, .-., 2, est considérée comme ayant m 
valeurs différentes, et, par suite, w doit avoir en général 
m* valeurs distinctes; l'équation finale en w sera donc 
du degré m*. Il en résulte que, si l’on s'impose la con- 
dition que les quantités z,, z°, ..., z, soient distinctes, 
sauf le cas où la proposée aurait des racines égales, on 
obtiendra une transformée qui sera compliquée de solu- 
tions étrangères à la question. On peut cependant, dans 
chaque cas, diriger le calcul de l’élimination de manière 
à éviter ces solutions étrangères, mais le plus souvent il 
est préférable de résoudre le problème de la transforma- 
tion par une autre méthode qui sera exposée dans la 
Section Il. Nous nous bornerons ici à présenter deux 
exemples. 


96. ProsrÈme |. — ZÆtant donnée une équation 
f(z) = 0 du degré m, former une équation F (u) = o 
dont les racines soient les sommes prises deux à deux 
des racines de la première équation. 


Désignons par z et par z, une racine quelconque de 
l'équation f (z) — 0. D’après ce qui a été dit plus haut, 
l'équation en u sera le résultat de l'élimination de zetz, 
entre 


EAP 0; PACE LUTTE REA 


2” a h 4 ù Le PI SAM NTI 7 Leg La PU 
_ _ 4 à SE - * 
s É A 
À _- " ana 
, : r} 
Fe) 


y ? « ? 
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ou le résultat de l'élimination de z entre les deux 


f(z)=0, f(u—z)=o. 


Mais ce système peut lui-même être remplacé par le sui- 
vant, 

Jz)=0, flu—2)—f{3)—o, 
dans lequel la deuxième équation a pour premier membre 
le produit de deux fonctions entières, savoir 


J(u—z)—f{z) 


Ur 22 


et u — 23, 


Il s'ensuit que l’équation finale en u, relative aux deux 
équations qui précèdent, sera le produit des deux équations 
finales quiserapportentrespectivementauxdeux systèmes 


fu— 3) — f{2) 


CMP AM EC EE 
et 
(2) Ffl2) 0 ur 0: 


L’équation qui résulte de l'élimination de w entre les 
équations de ce dernier système est 


1 


et elle a pour racines les doubles z +-2,z, +- z,,... des 
racines de l'équation proposée. 

Comme on a 

{ f 7 \m—1 
filu—z)—f{2) U—22z ,, (u— 22) ns 
PR T7 (D eh IR = Z + Der CUT: Z + ,,,—- SE RER ne | Z 

Ho 2% 20 Te LE A 

on voit que l'équation demandée s’obtiendra par l’élimi- 
nation de u entre les deux équations 


U— 23 Hi Ghe m——1 
Es Fe) En md me ee D pu (3}=0; 


(GB) f(:)=0, F'(<)+ 





N ” « V4 Les 
et. en oi 5 et RSS eo CS on tt ré ce ni bé) de Sd Éd 1 ns dé 
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quant au degré de cette équation, on voit & priori qu'il 
doit être égal au nombre des combinaisons de m choses 
m (m 27 1) 





deux à deux, c’est-à-dire égal à 
"> 


S'il s’agit de l’équation du deuxième degré 


f(z)=2+pz+g—=o, 
on aura 
HO} = 7 -fp; FE es PA 


La deuxième des équations (3) se réduit à 

LEE SN, 
et, comme elle ne renferme pas z, elle n’est autre que 
l'équation demandée; ce résultat est évident. 

Dans le cas du troisième degré, la méthode générale 
est susceptible de simplification; car, soit l'équation 

f{z)=#+pz+qgz+r—=o, 
et désignons par z, z,, z, les trois racines. Si l’on fait 
Zi + Ze = U, On aura Z——u—p, el, par suite, 
f(—#—p)=0; 
cette équation est précisément la transformée demandée. 

97. Prosrëme Il. — tant donnée une équation 
ftz) = 0 du degré m, former une équation Fu) — 0, 
dont les racines soient les différences deux à deux des 
racines de la proposée. 

Désignons comme précédemment par z et par z, une 
racine quelconque de l'équation f(z) = 0; l'équation 
en u s'obuendra en éliminant z et z, entre 

He} O AN Mir, 
ou, en éliminant z entre les deux 


fs) = 0; ut 7} = 0. 
S., Alg. sup. — I. 14 
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Ce système peut être remplacé par le suivant : 
(2) — O, f(u+z) — f(z) 10; 


lequel se décompose en deux autres, savoir : 


(1) flz) =, DEA... 
(2) Jiel=0o Nu 0. 


Les systèmes de solutions du système (2) sont formés 
d’une quelconque des racines z de la proposée et d’une 
valeur nulle de u; quant aux équations (1), elles peuvent 
être écrites sous la forme 


f(z)=0, P'{a)+ fs) ++ u—1 


102-000-1711 


elles donneront pour équation finale la transformée 
F(u) — o que l’on cherche, et celle-ci n’aura de racines 
nulles que si la proposée a des racines égales. 

On reconnaît a priori que le degré de l’équation de- 
mandée est égal au nombre des arrangements de m choses 
deux à deux, c’est-à-dire égal à m7 (m—1); en outre, 1l 
est évident que les m(m—1) racines de cette équation 
formeront des couplestels que z—z, —u,,z, —z——u, 
de deux racines égales et de signes contraires, en sorte que 


(m —1) 


LJ . m 
son premier membre sera le produit de facteurs 


de la forme u?— u°, et il ne renfermera que des puis- 
sances paires de u. L’équation F {u) = o s’abaissera donc 


m(m—1) 


au degré en posant u? — y; l'équation en v est 


dite l'équation aux carrés des difjérences des racines de 
la proposée. 
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ExEMPLE. — Appliquons ce qui précède à l'équation 
du troisième degré 


(1) 2 + Pz + Qz +R —o. 


Si l’on remplace z par 22 et que l’on pose (n° 62) 


cette équation se réduira à 
(2) 2 + pz + q—0. 

Les racines de l'équation (2) sont égales à celles de 
l'équation (1) augmentées d’une même quantité; donc, 
pour l’une et l’autre équation, l’équation aux différences 
est la même. On obtiendra celle-ci en éliminant z entre 
l'équation (2) et l'équation 
(3) 32? + 3uz + (u? +p)—o. 

Le moyen le plus simple de faire cette élimination con- 
siste à retrancher les équations ( 2) et (3) l’une de l’autre 
après avoir multiplié la première par 3 et la seconde 
par 3, ce qui donne 
(4) Zu + (uw? —2p)z--3q —0o; 
à tirer des équations (3) et (4) les valeurs de z et z? sa- 
voir : | | 

uÿ + pu +3 ,  U*— pu? + gqu — 2p°? 

A D 


FER 2 (u? + p) RS G(u?+p) 


et à égaler la seconde expression au carré de la première. 
Posant ensuite 

Pr À 
on obtiendra l'équation aux carrés des différences de- 


mandée, qui est 


5 + Gpe? — 3p°v0 + (4p? + 2 Qi 0. 
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Remarque. — Soit f(z) une fonction entière de z, à 
coefficients réels ; si l’on posez = x + ÿ— retquel'on 


fasse 


F(a+rV—r)=o(xr) + V1 4 (x, 7), 


et d étant des fonctions réelles, on aura aussi 


HAE NE D RENTRER RES 


Cela étant, si l’on considère les équations simultanées 


p(ær)=0, Ÿ(xr)=o 


et que l’on élimine successivement entre elles les incon- 
nues x et y, il est évident que l’équation finale en x ne 
sera autre chose que l'équation aux demi-sommes des ra- 
cines de la proposée, tandis que l’équation finale en y sera 


l'équation aux quotients par 2 ÿ— i des différences des 
mêmes racines. Effectivement, les deux équations qui 
précèdent équivalent aux deux suivantes : 


fe +rVEr)20, far) 0; 


qui expriment que x +7 JT CLX—7Y Vars sont des 
racines de f (z)= 0. 


Sur la recherche des diviseurs des fonctions entières 
d’une variable. 


98. Toute fonction entière f(z) d’une variable z est 
le produit de facteurs linéaires de la forme z—2,; la 
recherche de ces facteurs linéaires équivaut à la résolu- 
uon de l'équation f(z) = 0, car la condition pour que 
z— 2, soit un diviseur de f (z) est f(z,:) —0o. Si la 
fonction f(z) est du degré m, elle admettra évidemment 
autant de diviseurs du degré s que l’on peut former de 


< hole 
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combinaisons avec les m facteurs linéaires pris u à u; ce 
nombre de combinaisons est égal à 


M mm—1)... (m—p+i) 
19 LU 

Pour trouver les diviseurs dont il s’agit, on effectuera 
la division de la fonction f(z) par un polynôme (z) du 
degré x, dans lequel les coefficients soient indéterminés, 
et l’on égalera à zéro le reste du degré p — 1 que l’on aura 
obtenu; on formera ainsi w équations qui serviront à 
déterminer les g coefficients du polynôme (3). Si l’on 
veut avoir l'équation de laquelle dépend l’un de ses coef- 
ficients, 1l faudra procéder à l'élimination de tous les 
autres, et l’on trouvera une équation finale dont le degré 
devra être égal à M. A chacune des M racines de cette 
équation finale correspondra un diviseur de degré p du 
polynôme f(z), en sorte que les valeurs des coefficients 
éliminés devront être déterminées complétement par le 
moyen des équations de condition. 

Lorsqu'on à pu —1ouu—m —1,le nombre M est égal 
à m; mais dans tout autre cas on a M > mm, en sorte 
qu’en général la recherche des diviseurs d’un degré dif- 
férent de 1 ou de »m—1 dépend d’une équation dont le 
degré est supérieur à celui de la proposée. 

Au lieu de procéder comme nous venons de l'indiquer, 
on peut écrire que le polynôme donné f (z) est le produit 
de deux polynômes o(z), d(z) des degrés pet m—k 
respectivement, etdans lesquels tousles coefficients soient 
indéterminés; on formera ainsi mm équations de condition 
entre les m coefficients indéterminés, et l’on obtiendra 
ensuite, par l'élimination, l’équation de laquelle dépend 
l’un des coefficients du polynôme (2). 

Soit le diviseur 


p(z)= 28 + ou 281 HR ue D, + au 8 + au 


214 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


il est évident que — «, est la somme de y racines de 
l'équation f(z)=— 0; donc l'équation finale de laquelle 
dépend — x, coïncidera avec l'équation aux sommes des 
racines de f(z) — o, prises g à p. Ainsi, en particulier, 
pour avoir l'équation aux sommes des racines deux à 
deux d'une équation f(z) = 0, il suffira d'exprimer que 
2? —uz + q est un diviseur de f(z); on trouvera ainsi 
deux équations de condition entre u et g, et par l’élimi- 
nation de g on conclura l'équation demandée. 


99. Bien que la recherche des diviseurs du deuxième 
degré d’un polynôme f (z) dépende toujours d’une équa- 
tion de degré supérieur au degré de f(z), il existe un 
cas remarquable dans lequel cette équation s’abaisse et 
devient ainsi plus facile à résoudre que l'équation 
f(z) = 0. Le cas dont je parle est celui où le polynôme 
f(z) est du quatrième degré. 

Soit 

J(z)=2 +P#+Qz+Rz+S, 


et désignons par _ 
2? + pz + q 


un diviseur de f(z). La quantité p dépendra d’une équa- 
tion du sixième degré; mais je dis que, si l’on fait dispa- 
raître le deuxième terme de cette équation, le quatrième 
et le sixième disparaîtront aussi, en sorte que l'équation 
transformée ne renfermera que des puissances paires de 
la nouvelle inconnue p', et qu’elle s’abaissera au troi- 
sième degré en posant p'?— ». 

En effet, désignons par z,, 2°, z3, z, les quatre racines 
de l’équation f (z)— 0. Les six racines de l’équation en p 
seront 

RP LT 223) TE SAN CS SCC RES 


Mod 2 00) (TNA RO 7 #91 8e 
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etleur somme sera égale à — 3 (2, + 2: +23 + 31), c'est- 
à-dire égale à + 3P. Pour faire disparaître le terme du 
cinquième degré dans l’équation en p, il faut donc poser 


d’où 


! 


I 
P = ie ES (21 + 2 +2 + 4) + pe 


Les six valeurs de p' seront donc 


I 
(Hat 3% — 2), 


et l’on voit que ces valeurs sont égales deux à deux et de 
signes contraires, comme nous l’avions annoncé. 

Ce qui précède conduit à une conséquence importante, 
ainsi qu’on le verra dans la suite de cet Ouvrage. 


Sur l’abaissement des équations. 


100. Une équation f(z)— o est susceptible d’abaisse- 
ment lorsqu'elle ne renferme que des puissances de z 
dont l’exposant est divisible par un même nombre »; 
effectivement, si le degré est désigné par mn, l'équation 
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s’abaissera au degré m en posant z! — x; nous avons vu 
aussi comment on peut toujours abaisser le degré des 
équations réciproques. Enfin on produira l’abaissement 
d’une équation toutes les fois que l’on parviendra, par 


une voie quelconque, à décomposer son premier membre 


en deux facteurs. Cela arrivera, par exemple, si l’on sait 
que l’équation f(z) — 0 a des racines communes avec 
ure autre équation F(z)=—0, à moins qu’elle n’ait toutes 
ses racines communes avec celle-ci. 

Nous sommes ici conduit à présenter une définition 
qui a une grande importance dans l’Algèbre. 


Dérinirion. — Une fonction entière f(z) est dite 1rré- 
duecuible lorsqu'elle n'admet aucun diviseur rationnel. 

Une équation est dite irréductible quand son premier 
membre est une fonction irreductible. 


Mais 1l nous reste à expliquer ici ce que nous enten- 
dons par diviseur rationnel, et en général par quantité 
rationnelle. 

Si les coefficients de la fonction f (z) sont des nombres 
rationnels, un diviseur rationnel est simplement celui 
dans lequel tous les coefficients sont des nombres ra- 
tionnels. 

Pour embrasser tous les cas, supposons que les coeffi- 
cients de f(z) soient des fonctions rationnelles de quan- 
tités quelconques, qu'on regarde comme connues; nous 
nommerons diviseur rationnel de f(z) tout diviseur, 
fonction entière de z, dont les coefficients sont des fonc- 
tons rationnelles des quantités connues. Généralement, 
toute fonction rationnelle des quantités connues sera 
dite une quantité rationnelle. Dans le cas d’une fonction 
dont les coefficients demeurent indéterminés, les quan- 
tités connues ne sont autre chose que les coefficients 
eux-mêmes. 
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La définition qui précède s'étend d'elle-même à une 
fonction entière de plusieurs variables. 

Il faut remarquer qu’une fonction entière ou une équa- 
tion peut être réductible ou irréductible, suivant la nature 
des quantités regardées comme connues. Par exemple, 
l'équation 32? — 2 — o est irréductible, tant qu’on ne re- 
garde comme quantités connues que les nombres ration- 
nels; mais, si parmi ces quantités on fait figurer les 
racines carrées des nombres rationnels, l'équation se 
réduira, car son premier membre se décomposera dans 


les deux facteurs z — V2 étize ts 2. 


Taéoriue. — Si f(z)— 0 est une équation irréduc- 
tible, F(z) une fonction rationnelle, et que l’équation 
F(z) = o admette une racine z, de f(z) — 0, elle ad- 
mettra aussi toutes les autres. 


Soit, en effet, 
(2) 
G 





e 
? 


+ 
Î 
e|-C 


® et Ÿ désignant des fonctions entières; la racine z, sera, 
par hypothèse, commune aux équations 


IVe on oz) —0; 


et cela exige que le polynôme ®{z) soit divisible par 
(3), car autrement il y aurait un diviseur commun à 
ces polynômes, et l'équation f(z) — o ne serait pas irré- 
ductible. Soit donc 


on aura 





et, par conséquent, l’équation F (z) — o admettra toutes 
les racines de f (3) = 0. 
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101. Il est quelquefois possible d’abaisser une équa- 
tion dont deux racines sont liées entre elles par une 
relation donnée, et la voie de l'élimination peut être 
employée à cet effet. 

Soit effectivement 


(1) f(z) = 0 


une équation du degré m, dont z, z,,...,zm_, désignent 
les m racines, et supposons que l’on ait entre deux de 
ces racines la relation 


o(z, 2110; 


dans laquelle ( désigne une fonction entière. On pourra 
éliminer z, entre cette équation et l’équation 


J(z ) — 0, 
et l’on obtiendra ainsi l'équation finale en z, 
(2) F (z) 0: 


Si l'équation proposée est irréductible, la fonction 
F(z) sera divisible par f(z) d’après le théorème du 
n° 100, et l'équation précédente ne sera d’aucun usage. 
Mais, si l'équation proposée est réductible, il pourra 
arriver que quelques-unes des racines de l’équation (1) 
n'appartiennent point à l’équation (2); dans ce cas, les 
polynômes f(z) et F(z) auront un plus grand commun 
diviseur Ÿ (z) différent de f(z), et l’on pourra en consé- 
quence décomposer la fonction f(z) en deux facteurs, 
l’un et l’autre rationnels, dans le sens qui a été indiqué 
au numéro précédent. 

Supposons, par exemple, que l’équation 


TA AA 


ait deux racines z et z, dont la somme soit égale à une 
quantité donnée a. On cherchera le plus grand commun 
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diviseur Ÿ (z) des polynômes f(z) et f(a — z), et l’on 
décomposera ainsi f(z) en deux facteurs. S'il n’y a que 
deux racines z et z, qui soient liées par la relation 
Z+z, —=a, le polynôme {(z) sera évidemment du se- 
cond degré; il sera d’un degré supérieur à 2, s’il existe 
plusieurs couples de racines telles, que la somme des 
racines de chaque couple soit égale à a; enfin il sera du 
premier degré, si l'équation proposée a une racine égale à 


1 . 
sue qu'il n’existe point de couples de racines dont la 


somme soit égale à a. Il peut arriver que la fonction 
f(z) soit irréductible; dans ce cas, l’équation proposée 
ne change pas quand on change 3 en a — z, et je dis 
qu'elle est susceptib" : d’abaissement. En effet, posons 


GE 


on aura 


fla—s)=f(£u) =F(—u): 


donc l'équation transformée 
F (u) =0 


ne changera pas par le changement de w en — w. Si l’on 
supprime les racines nulles que cette équation peut 
avoir, elle ne renfermera plus que des puissances paires 
de w et on l’abaissera en posant u? = +. 

Le cas d’une équation f(:) — 0, dont deux racines 
sont liées par la relation 33, = a, donne lieu à une dis- 
cussion toute semblable. 
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Il ne sera pas inutile de présenter, en terminant, 
l'exemple d’une équation irréductible dont deux racines 
soient liées entre elles par une relation simple. L'équa- 


tion 
fa)=ñ+z— 23—1—0, 


è , 27 
qui a pour racines les doubles des cosinus des arcs — ; 


HART 


oi est dans ce cas; z, z, et z, désignant les trois 
f, 


racines, on a 
oi 


I 
Pie n = (142), 
1 + Z z 


et si l’on forme les expressions de f(z,), f(::), on 
trouvera 


f(a)= — 





I HS: 
a Z Z = = Z }. 
(1 HE / ) AX 2) e 23 ( ) 

Nous nous sommes borné au cas où l’on a une relation 
entre deux racines de l'équation proposée. Si l’on avait, 


entre p racines, z étant > 2, la relation 
p(z, 31; Z93 .….. REA) <==. O, 


on pourrait éliminer L.— 1 racines en faisant intervenir 
u—1desu équations 


PATTES OLA) 210, M NI en 


et 1l en résulterait diverses équations finales qui auraient 
nécessairement des racines communes avec la proposée. 
Mais, comme dans le cas particulier que nous avons exa- 
miné précédemment, ces équations ne seront d’aucun 
usage si l'équation proposée est irréductible. 
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CHAPITRE V. 


PROPRIÉTÉS DES RACINES DE L'UNITÉ. 


Propriétés des racines de l ‘équation binôme 3" — 1. 
Des racines primitives et de leur nombre. 


102. Nous compléterons la théorie générale contenue 
dans les deux Chapitres précédents, en exposant 1c1 les 
propriétés des racines de l’unité, dont nous ferons un 
fréquent usage dans la suite de cet Ouvrage. 


TuéorëMe Ï. — Les racines communes à deux équa- 
tions binômes, lelles que 


M — 1, 2 —1, 
, . Er . 
sont également racines de l'équation 
= 1, 


où 0 désigne Le plus grand commun diviseur des nom- 
bres m et 11. 


Supposons, en effet, que l’on ait à la fois 
CRT ACTA EST; 


soit m>n, et désignons par g le quotient, par r le 
reste de la division de 77 par n, en sorte quem— ng+r; 
on aura 


NE AMOR A. cle rr 


Mais, à cause de a? — 1, on a aussi 47 — 1; donc 
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! ..., 8 sont les restes 


D'où l’on conclut que, sir,r',r 
auxquels conduit la recherche du plus grand commun 


diviseur des entiers m et 7, on aura 
A TS GES LR Te 


et, par conséquent, toute racine commune, &, aux deux 
équations proposées, est aussi racine de 


2 — 1. 


Il est évident d’ailleurs que, réciproquement, les racines 
de cette dernière équation appartiennent aux deux équa- 
tions proposées. 

On peut aussi démontrer le précédent théorème en dé- 
terminant le plus grand commun diviseur des binômes 
z%—1,3%—;1(n° 47); on reconnaît immédiatement que 
ce plus grand commun diviseur est zt— 1. 

Il résulte de là que, si m et n sont premiers entre eux, 
les deux équations 


DIEM ET 


n'ont d'autre racine commune que l'unité, et que, si m 
est un nombre premier, l'équation 


Zn |] 
n’a de racine commune autre que l'unité avec aucune 
équation de même forme et de degré moindre. 


TaéoremE Il. — Si « désigne une racine quelconque 
de l'équation binôme 


SL) 
toute puissance de à sera aussi racine de la méme équa- 
Lion. 


L'équation 


CU =" | 
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entraîne, en effet, 
gmnk | ou (an)7 a 1e 
et, par conséquent, tous les termes de la série 


HR 


sont racines de l'équation proposée. 


À cause de «#1, on a aussi 


an+1 Te a/+2 — d2, Ar : 


d’où il suit que la série précédente contient au plus, 
comme cela doit être, #1 quantités distinctes, savoir : 


9 rx 


Lorsque m est un nombre premier et que « n’est pas égal 
à l'unité, les rm termes de la série précédente sont diffé- 
rents,; car si l’on avait, par exemple, 


! ! 
œrrn Fa , 


n et n + n/ étant inférieurs à m, on aurait, en divisant 
U , 
/ 
par æ”, 
ÉARENE 


ce qui ne peut être, puisque l'équation 3”? — 1 n'a aucune 
racine commune autre que l’unité avec z2 — 1. Il en ré- 
sulte cette proposition e 


THéorÈme [Il — S: m est un nombre premier, et 
que a soit une racine quelconque de l'équation 


DL mm 
PUENT, 


autre que l’unite, Les m racines de cette équation ser'ont 
représentées par 


2 — 
Us X, ar, COM MELLE 1 'Ule _ OUTES 


Cette proposition n’a plus heu quand m est un nombre 
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composé, et qu’on prend pour æ une racine quelconque de 
Ag VS 


mais elle aura lieu évidemment, d’après ce qui précède, 
si l’on prend pour & une racine qui n’appartienne en 
même temps à aucune équation z*— 1 de degré n infé- 
rieur à 77. 

Cela posé, nous appellerons racines primitives de l’é- 
quation binôme 


DIE AT 


celles des racines de cette équation qui n’appartiennent 
à aucune équation de degré moindre et de même forme, 
telle que 
DR ITE 

Si m est premier, toute racine de z*— 1, autre que 1, 
est une racine primitive; et, dans tous les cas, chaque 
racine primitive jouit de la propriété de pouvoir donner 
toutes les racines par ses diverses puissances. 

103. Nous allons démontrer actuellement qu'il existe 
des racines primitives pour toute équation binôme, de 
degré non premier, et nous déterminerons en même 
temps le nombre de ces racines. 

Considérons d’abord le cas où le degré de l’équation 


binôme 


Alias 

est une puissance d’un nombre premier p, et soit 
m = pt; 

toute racine non primitive de l'équation 
PP — 1 

doit appartenir à une équation telle que 


Ù — 
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où 8 désigne un diviseur de p*: mais tout diviseur de p#, 
autre que p* lui-même, doit diviser p'-!; donc les ra- 
cines de l'équation précédente, et, par suite, toutes les 
racines 20n primitives de la proposée, doivent appartenir 
à l'équation | 
PT! as }à 

D'ailleurs toutes les racines de cette dernière appartien- 
nent évidemment à la proposée; le nombre des racines 
non primitives de celle-ci est donc p“—!, et, par consé- 
quent, celui des racines primitives est 


f I I 
P" — pl ou P" (: —— ï) , ou nm £ — :) . 
9 P P 


Nous allons faire connaître la manière dont sont for- 
mées les racines primitives de l'équation 


(1) PPT, 
oien une racine quelconque équation 
S t6, Ico de l’équat 
ZRENT 
6, une racine quelconque de 
zP — 61, 


6; une racine quelconque de 


ARS 6 


et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on obtienne une dernière 
équalion 
EAU Gi 


dont nous désignerons par 6, une racine quelconque. Si 
l’on fait 


-(2) d'en 0 RON iGn 


S.—- Alg. sup., 1. 15 
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cette expression de & aura p* valeurs, puisque 6, a p va- 
leurs, qu’à chacune d’elles correspondent p valeurs de 
62, etc., et elle donnera précisément les p* racines de 
l'équation (r). 

On voit d’abord que les valeurs de & satisfont à l’é- 
quation (1), carona 


F 3 # 
= RER CAL NS POMPES OA AE TE 


et par suite, 


Il suffit donc de démontrer que les p* valeurs de & sont 
distinctes. Supposons que deux de ces valeurs soient 
égales entre elles, que l’on ait, par exemple, 


(3) A A le 1 


1 m3 


en élevant cette égalité à la puissance p, et se rappelant 
que 


(4) GÉENS GE “119 EE — 6-15 
Si 1 CHE 9 GENE 


on aura 
(5) HA A 
Des égalités (3) et (5) on ture 

Gr 


en opérant sur l'égalité (5) comme nous venons de faire 
sur l'égalité (3), on obtiendra 


' 
(Pen Re Gus 


et, en continuant ainsi, On arrivera à cette conséquence : 
que l'égalité (3) ne peut exister à moins que les quantités 
61, 62,-.., 6, ne soient respectivement égales aux quan- - 
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tités 6°, 6,,...,0,. D'où il suit que la formule (2) don- 
nera effectivement toutes les racines de l’équation (1). 

Cherchons maintenant quelles sont celles de ces ra- 
cines qui sont primitives. Comme nous l’avons déjà re- 
marqué, les racines non primitives de l'équation (1) sont 
celles qui satisfont à l'équation 


2 7, 
Supposons donc que l’on ait 
(616263 se Gret e) TT — IR 


en supprimant les facteurs égaux à l’unité, cette équation 
se réduit à 


(6) BP — 1. 


oi 


Mais des égalités (4) on déduit 


| 
Il 
( 


par suite, l’équation (6) exige que 
6, = |, 


Par où l’on voit que la valeur de « donnée par la for- 
mule (2) sera une racine primitive ou non primitive de 
l'équation (1), suivant que 6, sera différent de 1 ou égal 
ART. 

De ce qui précède on peut conclure la proposition 
suivante : 


Taéorëme IV. — La résolution de l'équation binôme 
z"—1, dont le degré m est une puissance pu d’un 
nombre premier p, se ramène à déterminer une ra- 
cine 6, autre que l'unité de l'équation zP —1, une 
racine 63 quelconque de l'équation zP —6,, puis une 
racine quelconque 6, de zP — 6, etc. 
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Car on aura, par ce moyen, une racine primitive de 
l'équation proposée, laquelle donnera toutes les autres 
par ses diverses puissances. 


104. Considérons maintenant le cas général où le 
degré m de l'équation binôme 


(1) ZzN— TJ 


est un nombre composé quelconque; décomposons ce 
nombre en ses facteurs premiers, et soit 


es rites 


Ps 9» + -., r désignant des nombres premiers quelconques 
Inégaux, 
Ecrivons les équations 


(2) PÉTER Es 


désignons par 6 une racine quelconque de la première, 
par y une racine quelconque de la seconde, etc., par d 
une racine quelconque de la dernière, et posons 


(3) me OV 20: 


Cette expression de & a m valeurs, puisque 6, y,...,0 
ont respectivement p", g’,...,r" valeurs; je dis que ce 
sont précisément les m racines de l'équation (r). | 
Il est d’abord évident que la précédente valeur dé «. 
satisfait à l'équation (1), car on a | 


À 
ARE ETE SERRE PEN O DES TR 
et, par suite, 


EN pa Af  LpetE IT e 
6 HN 7 — I, CERCEK AN) Ô —= 1; 


d’où 


a”! TS 


Il reste à prouver que les 77 valeurs de « sont différentes. 
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Supposons que deux de ces valeurs soient égales, que l’on 
ait, par exemple, 


S'AFTAR OI GANIME dE 


comme les quantités 6’, 7, ..., 0'ne sont pas toutes égales 
respectivement à 6/,y/,..., d/, admettons que 6’ diffère 
de 6”, etélevons l'égalité précédente à la puissance g’...r”, 


on aura 


(8"7 se jar — Cd ‘ DATÉE 


et, en supprimant les facteurs égaux à 1, 


À 


etp'airèu "d'or . 
ae ? 

mais 6! et 6/ étant deux racines distinctes de l’équation 

zP° — 1, elles peuvent s'exprimer par deux puissances 

d’une même racine primitive 6; posons donc 


(Re ! HE ! 
6 — Gr+n k 6 —— 6 à 


n' et étant <p". Alors la dernière égalité deviendra 


n+n! LIST EE n! Ver 
GCu+n)gee rh Guigrent 


ou, simplement, 
À 


y 4 n 
(LL ECELREES RE 
d’où il suit que 6 est une racine commune aux deux 
équations 
2 PE — 1, gn0euor) — 1, 


et qu’elle satisfait, en conséquence, à l’équation 


—1 


8 désignant le plus grand commun diviseur à p“ et 
ng".…..1". Mais ce plus grand commun diviseur 6 est, au 
plus, égal à 7, et, par suite, 1l est inférieur à p“; donc 6 
ne serait pas, comme nous l’avons supposé, une racine 


primitive de 32° — 1. 
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On voit par là que la formule (3) donnera bien les 
m racines de l’équation (1). 

Cela posé, je dis que, si 6, y, ..., à désignent des 
racines primitives de celles des équations (2) auxquelles 
elles appartiennent respectivement, la valeur de & don- 
née par la formule (3) sera une racine primitive de 
l'équation (1). 

Si, en effet, le contraire a lieu, « satisfera à une équa- 
tion 

BE, 
dont le degré 8 sera un diviseur de m, et il y aura au moins 
un facteur premier, parmi ceux de m, qui entrera dans 0 


un moins grand nombre de fois que dans m ; supposons 
que le facteur premier p soit dans ce cas, 6 divisera 


ere 


(4) ge 


g'...r”, et, par suite, & sera racine de l’équation 


on aura donc 
(67. : DR EE muni. 


Mais 


donc 


d’où 1l suit que 6 est racine de l'équation (4); or elle 
l'est aussi de la première des équations (2); d’ailleurs, le 
plus grand commun diviseur entre les degrés de ces deux 
équations est p“—t; donc 6 est racine de l’équation 


= 
ZE — y: 


, 


mais cela est contre l'hypothèse, puisque 6 représente 
une racine primitive de la première des équations (2). 

I résulte de là que, si l’on ne prend pour 6, y,...,0 
que des racines primitives de la première, de la se- 
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conde, etc., de la dernière des équations (2), la for- 
mule (3) ne donnera que des racines primitives pour 
l'équation (1). ILest d’ailleurs facile de voir que, si 6, ou 
7,..., Où Ô n’est pas une racine primitive de celle des 
équations (2) à laquelle elle appartient, la valeur de « 
donnée par la formule (3) ne sera pas non plus une 
racine primitive de l'équation (1). Supposons, en effet, 
que 6 ne soit pas une racine primitive de 37° —1; on 
aura alors 


pd l'A 0. "TE 


et, par suite, 
de or 


ce qui montre que & ou 6y...0 satisfait à une équation 
binôme de degré inférieur à m. 

On peut conclure de ce qui précède le nombre des ra- 
cines primitives de l'équation (1). En effet, le nombre des 
racines primitives 6 est, comme on l’a vu précédemment, 


I : . VEUT x 
p* (: _ 2): celui des racines primitives y est de même 
vf: 


I , ts 
o"(: — = etc.; donc le nombre des racines primitives 


« de l'équation (1) est 


note) 


On peut aussi énoncer la proposition suivante : 


Taéorème V. — La résolution de l'équation binôme 
z"— 1, où m est un nombre composé quelconque, se 
ramène à la résolution des équations de méme forme, 
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et qui ont respectivement pour degrés les nombres pre- 
muers ou puissances de nombres premiers qui divisent le 
nombre m. 


105. L'expression du nombre des racines primitives de 
l'équation z”—1,quenousavons obtenue, est précisément 
celle du nombre o{m), qui indique combien il y a de nom- 
bres premiers à m et non supérieurs à 72. Au reste, quand 
on admet l'existence d’une racine primitive o, ilest facile 
d'établir que le nombre total de ces racines est o (m2). 

Soit e un entier inférieur à mn; si e est premier à m, 
æ° sera racine primitive de z”*— 1; en effet, si le contraire 
avait lieu, on aurait 


APE DURQT SET 


2 L2 L2 72e -. . . 
n étant m, CE QUI exX12e6 que — soit entier, puisque & est 
ant < m1, ce qui exige que — > puisq 


racine primitive; cette conséquence est inadmissible, car 
e est premier à m, et n est inférieur au même nombre. 


. he em 
Sie et m ont un diviseur commun 8, 7 sera un mul- 


tiple de #2, et l’on aura 


È 


donc &° sera racine de l'équation z° — 1, et, par suite, 
elle n’est pas racine primitive de la proposée. 


106. Soient «, 6, y,...,w les m racines de l'équation 
RES 


Si r désigne une racine primitive de la même équation, 
les mêmes racines pourront être représentées par 


2 nn 
NT T5 à OP TU NT TO US 


on aura donc, en représentant par g un nombre positif 


pu 
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quelconque, 


[I — pre 
al + Br+. . . + wo — I —- TPE TE DR , , tele PE AT 


Le second membre de cette formule est nul si p n’est 
pes divisible par m; on a donc, dans cette hypothèse, 


a+ GE, + wo — 0: 


si au contraire p est divisible par m, chacune des puis- 
sances a+, 6", ..., wo" est égale à 1, et, par suite, 


AE EN AR ET 


Ainsi l’on aura, en particulier, 


bn Or à See ete eréleer fe + © —O, 
CRT SL ab 218) Een ei OO ETES + &? — 0, 
AS IEP RE EE ON UT RARE J 
RSR PP RE ECS PT PRE : 
qi RE GI LE Qt LE Hoi 0, 
CRE RTE A EE ON À 


Rappelons enfin que les racines de l’équation z7 — 1 
peuvent être exprimées par le moyen des fonctions cir- 
culaires. Effectivement, si l’on désigne par 27 la cir- 
conférence dont le rayon est 1, et que l’on fasse 


2T 


LT LS 
? mt 
les m racines de l'équation proposée seront données par 


la formule 
Z — COS + sin L.®, 


où 1l suffira d’attribuer à g m valeurs entières consécu- 
tives. 
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107. L’équation binôme plus générale 
VAE AL 
se ramènera à la forme 
AA 


si l’on pose 
nf 
Y=2\e, 


Va désignant l’une quelconque des quantités qui ont a 
pour puissance mime, 

On peut démontrer, à l'égard de ces extractions de 
racines ni°"%, un théorème tout semblable à celui qui 
concerne les racines m'°"% de l’unité, lorsque m est un 
nombre composé. 

Supposons d’abord que m soit le produit de deux 
nombres premiers entre eux p etq : on aura 


1 
Va Lite 


or on peut toujours trouver deux entiers £ et v (n° 13) 


tels, que l’on ait 
PE qv=x, 


puisque p et gsont premiers entre eux : on aura donc 


pé+qv HE | 
M | _ —_ FE = 
VE ARRET in — fai V/av. 





Ainsi l’extraction d’une racine de degré pq se ramène 
toujours, lorsque p et g sont premiers entre eux, à l’ex- 
traction de deux racines, l’une du degré p, l’autre du 
degré g. 

On a, par exemple, quel que soit a, 


Va = Va (/2 
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Et, en général, si 
HP Que Lo 


P;49»-.., r désignant des nombres quelconques premiers 
entre eux, deux à deux, on pourra écrire 


Va—%aia ...ÿaæ, 


formule dans laquelle £, v, ...,w sont des nombres en- 
tiers positifs ou négatifs. 


Application de la méthode d’abaissement des équations 
réciproques à l'équation binôme. 
108. Soit l'équation 
(1) 2010; 
si m est un nombre impair 24 +1, et que l’on divise 
l'équation (1) par z — 1, il viendra 


(2) 2 gl L,, ++ z+iIæx0; 


on pourra transformer cette équation (2) (n° 61) en 
une autre du degré u, en la divisant par zŸ, et en posant 
ensuite 


TE tn 
Z 


l'équation (2), divisée par z*, devient 
en faisant, comme au n° 61, 


I 
Vr=zt+ —: 


En FDAD 
=} 


nous représenterons par U, son premier membre, en 
sorte que l’on aura 


(3) a RTE nm ed fant © 
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Lorsque le degré m est un nombre pair 2n, l’équa- 
tion (1) se décompose dans les deux suivantes : 
Ru y SO ATEN 0); 
la seconde se ramène à la première en changeant z en 
— z, lorsque 7 est impair; mais, si 7 est un nombre pair 
24, on pourra lui donner la forme 


I 
zé + — —O, 
zF 


1 , 
et, en posant z + - — x, elle deviendra V, — o. 
Z 


Ainsi l'équation (1) peut toujours se ramener à des 
équations telles que 


(4) Neo Ur 0; 


dont les premiers membres sont des fonctions entières 
de x du degré pu. 
Chacune de ces équations a ses p racines réelles. En 
effet, les modules des racines des équations 
z2v+1 a 


zh +I—=O, — —= O0 
Di ll 


sont égaux à l’unité; soit donc cos® + 1 sing l’expression 
générale des racines de l’une de ces équations, les ra- 
cines de l’équation (4) correspondante seront 


(cose + isiny) + (cose +ising)-! — 2 cos». 
On a vu au n°61 que les trois fonctions V,, Vas, Vn_o 
sont liées par la relation 


(5) Vh Fe LA Er" = Vs: 


qui peut servir à former successivement les polynômes 
Vo, Vs, ..., en partant des valeurs 


(6) +6 E V, =, V, pe) À 1 
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Il existe une relation pareille entre les trois fonctions U,, 
U,_,, U»_»; en effet, si l’on ajoute les égalités 


Ne NE Ne 
VAR AN SN e 
drone dre fe Rhie re 
Ve POSE Re AE 


il viendra, en ayant égard aux formules (6), 
(7) Un = x Uni — Uno, 


et cette formule permettra de calculer successivement 
les polynômes U», U:, ..., en partant des valeurs 


(8) CRE ARUTETEET: 


109. Si l’on pose 


(1) Z — COS? + Sing, 

on aura 

(2) a 2 + = — 20084, 
(3) | Va = 2" + — — 200879; 


ù 


changeons q en 4,, et désignons par xt), VÜ ce que 
deviennent alors x et V,, on aura 





u) sine it enr AT 
À #7 2 EN 2 
a —— , —  ————————— °. 
EU) — . Ÿ, — , + 
SPL E O e LILR 
5) >, 


Si l’on fait tendre o, vers 9, le second membre de cette 
Fe. Sin 7? 
formule tendra vers la limite 7 ="; d'ailleurs (1) — x 
SIN 


tendant vers zéro, le premier membre a pour limite la 
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PR PE D pur 4 


dérivée V’, du polynôme V,; on a donc 


. 





| Sin z2 w 
(4; nee - ne 
sin | 
OU 
I 
ZX A 
z'? | 
Ta Es : 
va Re mer 
B— — 
z 


Si l’on désigne de même par V{" ce que devient V, 
quand on change 4 en 94, on aura 














sin 2°, Sin 72 p 
on — V, n sin®; sin q 
at — x 2 sin, Sing COSpi — COS ? | 


le second membre de cette formule est égal à l’ex- 











pression 
| — 9 . + 
Sn Hn V2 Le 
2 2 
. H— + 
SNL eus sin #7? 
2 2 
: = : —- 
ini 1 ent Sin(re te 
2 2 
= pars) 
Re vrar da 
2 2 


multipliée par et, quand ©, tend vers la 


4sino sine,” 
limite 9, il tend vers la limite 


nie +i)sin(z —1)p—7{(r—1)sin(r +1)» 
4 sin + 








OÙ 
n COS Sin n°? 


2 sin? sin y 2 Sin? 





COS; 


si donc on désigne par V’, la deuxième dérivée du poly- 
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nôme V,, on aura 


» A COS® Sin 





(a) "sine sing  2sin?9 HSM 


sin 





Si l’on remplace, dans cette formule (5), cosn® et — 
Sin 


par les valeurs tirées des formules (3)et(4), qu’on mette 


* TX . "É . 
ensuite —au lieu de coso, il viendra 


(6) (rt — 4) Vi Va Va = 0; 


cette équation permet de former facilement l'expression 
générale du polynôme V,. 

Effectivement, on reconnaît immédiatement, par les 
formules (5 )et (6) du n°108, que V, est un polynôme du 
degré n dont le premier terme a pour coefficient l’unité, 
et qui ne renferme que des puissances de x dont les expo- 
sants sont pairs Ou impairs, suivant que 72 esL pair ou 
impair. On peut donc poser 


RL ES PE CE TPE mi PONT oi ne PP VS AS 
le premier coefficient À, étant égal à r. 
On tire de là 
Vé—nA gt, (7 —oplA xt... 
Vi=n(r—1)Aor" +... +(r—2p+2)(n—2p+1)A, jx"2p 
+(nz—2p(n—2p—1)A,xt?r2+,,,, 


et en substituant dans l’équation (6) les valeurs de V;, 
V',et V’, le coefficient de x*—2?P sera 


(2—2p)(r—2p—1)|A,—4{nr—2p+2){(r—2p+1)A,: 


) 
+ (72 — 2p I 


ou 


— p(r—p)A,—A(r—2p+2)(2—2p+1)1A,; 
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mais ce coefficient doit être nul : on a donc 
(Rr—2p+2){n—2p#+1) 
pir—p) 
Cette relation conduit aisément à l’expression générale 
de À, ; car, le coefficient À, de x” étant égal à 1, on a 


AD CHAT 





AP . 


__ (n—2p+2)(r—2p+n) | 








MARS plr—p) Ap-1 
Pre (nr — 2p+4){nr — 2p +3) 
PT (p—i)(r —p +1) > 
1 de DR AE LE KR CR PRES ; 
(a (n—2%)(n—3) 
RETE 2(72 —2) Aus 
n(nr—:1) 
Sn (7 — 1) 


En multipliant toutes ces égalités et supprimant les fac- 
teurs communs, 1l vient 


n(n—p—1){(r—p—2)...{(r—2p+3) (2—2p+i) 








RAT Un AE MURS P 
la valeur de V, est donc 
ds n(r—3) sr a(ni— fr | 
Var mt TE re PS 
(7) je Ce rm ra ee ere ne + à 
DÉS UD 


On peut obtenir de diverses manières l'expression du 
polynôme V, que nous venons de former; la méthode 
que nous avons adoptée ici a l'avantage de pouvoir être 
employée utilement dans un assezgrand nombre de ques- 
tions analogues. 

On tire de la formule (7) 


2! HER ES Ven pli—38 _j_ 
(5) A na : L — T9 


n—$5 
.. pi, | 
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et si l’on remplace dans les formules (7) et (8)x; V, 
V’, par les valeurs tirées des formules (2), (3), (4), on 





: Sin 2 0 UE 
obtiendra les valeurs de coszo et dés exprimées pa 
SIN ? 


des fonctions entières de cos®, savoir : 





he | 
|cosr9 Aa 1 COS to — 2732008 2945 5 Ada COST E.. 
ne) + 
19} « { \ 
nin—p—1){(nr—p—9)...{72—2p+41 
+ (—1)Par2p 1 Here Men P Î PR el COS Pis 
CARS MNT 7: 
et 
sin 72 o n — 2 
= 3 — an—1 cos!—1 ® EME 21—3 cos 3 o 
sin i 


Here (r — 3) (re — À) 


COS o AE A 
1.2 


| 


COS n—2p—1 ® + ... 





+ (—r)Pantr 1 (a— p—1)(n—p—2)...{(r—2p) 
ss ENS 


à T 
Enfin, en changeant o en=—, dans les formules (9) 


et (10), on en obtiendra deux autres que feront connaître 








É SiNn7® . 
en fonction rationnelle de sin, cosnoet si 7 est 
. COS 
. COS : 
par, et Sinz22 S172 CSt impair. 
COS 9 ; 


L'expression du polynôme V, conduit facilement à 
celle de U,. Effectivement, nous avons trouvé 


AMEL 
| x? T4 
A Pre : 
2 I 
Z EX 
z 


en effectuant la division, il vient 


I 


L 
#1 ES D 





n—3 


20 B 
È v, —— gi JE zg'—è + zli—è EEE Le ; : 


Si le, sun, |. 19 
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on aura aussi, en changeant 2 en n +1, 























I ' : I I 
Ve: = 27 2 2 EE 112 + RE 
rn+I Han z 
et, en ajoutant, 
I V' Ï V! y n.-1 + - un 
n Li nn Tr en nee PRET REA LUS 
c'est-à-dire 
Dre n +1 Va + Va 
on aura donc, par la formule (8), 
U, = x" + ri — PR re ant? — LES an 
1 I 
(a—2){(n —3) PAL EN (r— 3)(7 —4) I PEN 
1.9 4 
(nr) 
+(— 1} (DIN ES 
PAC NORALENS 
1e PL? —p—i)(r—p—2) ..(x—2p) ape INR 
be VPN 


Démonstration d'une propriété remarquable de l’é- 
g— I] 


-—0, où p désigne un nombre pre- 





uation 
7 PAT 


mier. 
110. Lorsque p est un nombre premier, l'équation 


ZP— 1: 
— = O0 


FA 


est irréductible. Cette importante propriété est utile 


LÉ 
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dans un grand nombre de questions, et nous nous 
proposons de l’établir ici. La démonstration que nous 
allons présenter repose sur les deux lemmes sui- 
vants : 


Lemme I. — Si un polynôme X fonction de x, à coef- 
ficients entiers du degré m et dans lequel le terme le 
plus éleve en x a pour coefficient l'unité, est divisible 
par le polynôme X, du degré n, dans lequel le terme 
le plus élevé en x a pour coefficient l'unité et dont tous 
les coefficients sont rationnels, ceux-ci sont nécessati- 
rement des nombres entiers, 


En effet, désignons par X, le quotient de X par X;, 


on aura 
X = Xi X5 


et si X, contient des termes fractionnaires, réduisons- 
les au même dénominateur, sauf le premier +”. Soit ar D 
ce dénominateur, a“ étant la plus haute puissance de 
l’un des nombres premiers qui en sont diviseurs. On 
aura (n° 13) 
NE re 
NE BE PS Met 
Ati av ri D ” 
X', X, X, étant des polynômes à coefficients en- 
tiers, le premier du degré 7 et les deux autres au 
plus du degré ñ — 1. Il faut bien remarquer que X 
n'est pas nul, conformément à notre hypothèse; la même 
chose aura lieu pour X}, à moins que l’on n'ait D = r. 
On aura, en opérant d’une manière semblable, 
es X 


AE TE VANONNR 





Le produit X, X, se réduisant à un polynôme dont tous 
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les coefficients sont entiers, il faudra que le terme 


1/4 1 
1 
ant” 


soit nul, parce que les autres coefficients ne 
contiennent en dénominateurs que des puissances moins 
élevées de a. Donc l’une des quantités X° et X, sera 
nulle; or ce n’est pas X°, puisque, par hypothèse, le 
facteur at entre dans les dénominateurs de X, ; donc on 
a X°, — 0. La même chose peut se dire des facteurs pre- 
miers qui entreraient comme diviseurs dans les coeffi- 
cients de X,. Donc le quotient X, ne renferme aucune 
fraction et doit être un polynôme entier. Maïs main- 
tenant le quotient de X par X,, dont les coefficients 
sont entiers, étant égal à X,, les coefficients de X, 
doivent être entiers, puisque le premier terme de X 
est égal à æ” et que le premier terme de X, est égal 
a XNA, 


Leume Il, — Si, dans un polynôme X de degré 
quelconque, le terme le plus élevé en x a pour coefi- 
cient l’unité, que tous les autres coefficients soient des 
entiers divisibles par un nombre premier p, et enfin 
que le terme indépendant de x soit égal à + p, l’ée- 
quation 

NT 0 


sera wreéductible. 


En eflet, si cette équation n’est pas irréductible, on 
aura 


X=— (at +aat lt. Hair +ai)(a + bat +... + b, x +b,), 


dy, A3...3 Di, ba... étant des coeflicients entiers et ua, v 
étant des exposants entiers égaux ou supérieurs à 1 dont 
la somme pu + y est égale au degré de X. Le dernier terme 
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de X'étant égal à Ep, on a a;b,—="tp; en outre, 
comme p est premier, l’un des nombres à,, b, doit être 
égal à Hr et l’autre à + p; nous supposerons 


CEE EE CDe 


On a identiquement, par hypothèse, 


NS AVE PY (x) 
où 


(x + ho ti). biz Ep) =" +py (x), 


X(x) étant un polynôme à coefficients entiers; on peut 
supprimer le terme + p dans le second facteur du pre- 
mier membre, et il vient alors 


(a+... aix br) (a+. + a+ biz) at" + px), 


X1(x) étant un polynôme à coefficients entiers. Le 
terme le moins élevé en x dans le premier membre 
est + b,_,x; donc il faut que b,_, soit divisible par p; 
on peut alors supprimer le terme b,_,x dans le second 
facteur du premier membre; il vient alors 


(ab+ a xt) (a+... + box) px). 


En continuant ce raisonnement, on voit que tous les 
coefficients b,, b:,..., b, sont divisibles par p, et l’on a, 
en conséquence, 


(at + ax... L'air ti) ae py, (x), 


x, (x) étant encore un polynôme à coefficients entiers. Or 
cela est impossible, puisque le coefficient de x” dans le 
premier membre de la formule précédente est égal à 1; 
donc l'équation 

Ni O 
est irréductible. 
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THÉOREME. — L'équation 


32 — 1 
= € 
DER 


où p désigne un nombre premier, est irréductible. 


En effet, posons z=x+ 1; l'équation que nous con- 
sidérons deviendra 


ou 


pp —1) 


(p—1 
PE ET 


&PiE pal? + RTS 


Cette équation en x est irréductible, d’après le lemme 
qui précède; donc la proposée est elle-même irréductible. 

Les deux lemmes démontrés plus haut suffisent pour 
établir le théorème plus général que voici : 


91 p est un nombre premier et que ke soit un entier 
uelconque, l'équation 
q que, q 


AE orenmne 


Z 


est irreductible. 


En effet, posons z= x +1; on aura 
BP=xPtrtpyiz), e., Pa ti + pyi(z. 


A1(X);..., Yn(x),..., étant des polynômes à coefficients 
entiers. On aura donc aussi 


J{z +1) = xp (p—1) + pyx(x), 
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les coefficients de (x) étant entiers. On a d’ailleurs, 
DOME Tr, 


(1) =P?; 


donc, d’après le lemme II, l'équation f(r+1)=o est 
irréductible; par suite, la proposée f(z) = 0 est elle- 
même irréductible. 
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CHAPITRE VI. 


DE LA SÉPARATION DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 


De la resolution numérique des équations. 


11. La résolution numérique des équations, dont nous 
allons nous occuper, comprend deux problèmes distincts, 
savoir : la séparation des racines et le calcul numerique 
de ces racines. Les propositions que nous développerons 
dans ce Chapitre se rapportent exclusivement au premier 
des deux problèmes dont nous venons de parler. 

On dit qu’une racine réelle d’une équation est se- 
parée, lorsque l’on connaît deux nombres qui la com- 
prennent et qui ne comprennent entre eux aucune autre 
racine. Quant aux racines imaginaires, leur séparation 
sera effectuée lorsque, conformément aux idées qui ont 
été développées dans le Chapitre IIT, on sera parvenu à 
renfermer chacune d'elles dans un contour fermé qui 
n’embrasse aucune autre racine. La définition qui pré- 
cède ne suppose pas que les diverses racines soient sim- 
ples ; cependant, dans le cas des racines multiples, la sé- 
paration n’est com plète que si le degré de multiplicité de 
chaque racine est déterminé. Au surplus, cette remarque 
n’a qu’une médiocre importance au point de vue des ap- 
phications; car la résolution d’une équation qui a des 
racines multiples se ramène toujours (n° 50) à celle 


CE | 
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d’une ou de plusieurs équations qui n’ont que des racines 
simples. 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours 
les polynômes que nous aurons à considérer ordonnés 
par rapport aux puissances décroissantes de la variable. 
En outre, il ne sera question que d'équations à coeffi- 
clients réels, à moins que nous n’avertissions du con- 
traire. 


Limites des racines reelles d’une équation 
à coefficients reels. 


112. Le procédé général que nous avons fait connaître 
au n° 46, pour obtenir une limite supérieure et une limite 
inférieure des modules des racines, donne en particu- 
hier des limites des racines réelles. Mais, quand on ne 
considère que ces dernières, on peut obtenir souvent des 
limites plus resserrées. 

Soit 


FR) A0 x" + Ami HA MR, HA, 12 Am 


une fonction entière de la variable x, dans laquelle les 
coefficients soient des quantités réelles données, et pro- 
posons-nous de trouver une limitesupérieure des racines 
positives de l’équation 


(0: 


c'est-à-dire une quantité supérieure à la plus grande ra- 
cine positive. 

Le coefficient À, étant supposé positif, si tous les coeffi- 
cients qui suivent sont positifs, l'équation n’aura point 
deracines positives; soit donc A, le premier des coeffi- 
cients négatifs, et désignons par À la valeur absolue de 
celui de ces coefficients négatifs qui a la plus grande va- 
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leur absolue. Comme la quantité 


an-n+1 I 


— À 4 +5 ARRET SERA SE Us SENS 1) 
x —1 
est identiquement nulle, on peut l'ajouter à l'expression 
de f(x) et celle-ci devient alors | 


ARENA Es Le Re 1) De à | l 
A 
DAT) D A RENE PR PE 5 | —— RES —+- A; a 1 + ... —+- Arai Eole 


LES ( 





+ (A+ As)rr Es H(A+An_)x +(A+ A»). 


Cette formule montre que l’on a f(x) >o, pour 
toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition 


A 
æ—1 {v — |] ee — 9 


et, par suite, pour toutes les valeurs de x, telles que 
A 
T É. I nm nn 
jé ns 


On üre de là, si n —1, 


A 
TDI+—) 
À, 
et, si 2 est supérieur à 1, 
n À 
TDI+ FR 
0 


: A EN TR 
la quantité 1+ 7 ou! as Fe est donc une limite su- 
0 


0 
périeure des racines positives. 


Pour avoir une limite inférieure des racines positives, 
I 9 , 2 , 
on changera x en — et l’on déterminera comme précé- 
SE 


demment une limite supérieure des racines positives 


sh? 
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de l'équation transformée. Enfin, pour avoir des limites 
des racines négatives, 1l suffira de changer x en — x et 
de chercher des limites pour les racines positives de la 
transformée. 


113. La méthode précédente se résume, comme on le 
voit, par une règle uniforme qui est applicable dans 
tous les cas; mais cette règle fournit souvent des limites 
fort éloignées des racines extrêmes; aussi le procédé sui- 
vant doit-il être employé de préférence. 

Supposons d’abord que le premier membre de l’équa- 
tion proposée f(x) — 0 se compose d’un ou de plu- 
sieurs termes positifs suivis de termes tous négatifs, et 
soit 7 le degré du dernier terme positif; on pourra écrire 


D. EE |, 


( (x) etŸ (x) désignant des polynômes dans lesquels tous 





= 
ee 
Ï 
e 
QE 
| 
EE, 
Il 


les coefficients sont positifs. Par hypothèse, la première 
des fonctions 


el), le) 





ne renferme que des puissances positives de x, et il n’y 
a, dans la seconde, que des puissances négatives. La pre- 
mière de ces fonctions est donc croissante avec x, tandis 
que la seconde est décroissante. Il résulte de là que si 
l'inégalité 
f(x)>0 

est satisfaite pour une valeur de x, elle le sera aussi pour 
les valeurs plus grandes. Par conséquent, pour avoir une 
limite supérieure des racines positives, il suffira de substi- 
tuer à x une série de nombres croissant à partir de 
zéro, et le premier de ces nombres qui donnera un ré- 
sultat positif sera la limite cherchée. 
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Maintenant, considérons une équation quelconque 
f(x) = 0; le premier terme que nous supposons positif 
peut être suivi d’un ou de plusieurs autres termes posi- 
tifs; réunissons à ces termes tous ceux qui sont négatifs 
pour en composer un polynôme F(x); on aura 


Fire) =F(z)+e (a), 


o (x) ne renfermant que des termes positifs et F (x) étant 
une fonction du genre que nous venons de considérer 
plus haut. Il suffira évidemment, pour remplir l’objet 
demandé, de chercher une valeur de x qui rende F (x) 
positive, ce à quoi l’on parviendra en substituant à x, 
dans F(x), une série de valeurs croissantes à partir de 
ZÉTO. 

On peut encore arriver au résultat cherché, en parta- 
geant le premier membre de l'équation proposée en di- 
vers groupes, formés chacun d’un ou de plusieurs termes 
positifs suivis de termes négatifs de degrés moindres, et 
en cherchant une valeur de x qui rende positifs les po- 
lynômes contenus dans ces différents groupes. 

Nous n'avons eu ici en vue que la recherche d’une 
limite supérieure des racines positives ; mais, d’après ce 
qui a été dit au numéro précédent, c’est à ce problème 
que se ramène la détermination des autres limites, 

Exempze. — Considérons l’équation 


2$ — 5xt + 722$ + 36 x? — 928x — 147 — 0. 


On peut décomposer le premier membre dans les deux 
parties suivantes : 


dt(a — 45), 722$ +362? — 928x — 147. 


Pour x=—45, la première partie est nulle, et la deuxième 
partie est évidemment positive ; done 45 est une limite 
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supérieure des raçines positives de l’équation proposée. 
La méthode du n° 112 donnerait 929 pour limite. 


I à ; 
En changeant x en -; on obtient la transformée 
5 


1— 4x + 922? + 362% — 928x* — 147x$ — 0; 


le premier membre de cette équation, changé de signe, 
peut être décomposé dans les deux parties 


14725 + 0928x* — 3675 — 7222, Ab — 7, 


. . I , « | L4 
qui sont positives toutes deux pour x = +; d’où il ré- 
we) 


sulte que 3 est une limite inférieure des racines positives 
de la proposée. 
S1 l’on change x en — x dans la proposée et dans la 


L I . 6 4 
transformée en —; on obtient deux nouvelles équations, 
4H 


dont les premiers membres peuvent s’écrire comme il 


suit : 
tr + 45 x + 79% — 367 — 929) + 147, 
2% (145 2x2 — 928x — 36) + 722? + 45x Li; 
le premier polynôme est positif pour x = ou >3 etle 


second pour x = ou > 7. 
Il résulte de là que les racines positives de l'équation 
proposée sont comprises entre 3 et 45, et que les racines 


72 . I 
négatives le sont entre —-— et — 3. 


114. Méraone DE Newron. — Cette méthode, dont 
l'emploi offre souvent quelque avantage, repose sur la 
proposition suivante : 


Soient 


fx), Fe) Pme) 


la suite formée par une fonction entière du degré m 
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et ses dérivées successives. Si pour une valeur a attri- 
buce à x ces fonctions sont positives, elles le seront 
aussi pour toute valeur a + h de x supérieure à a. 


Il suffit évidemment de considérer la première fonction 
f(x}, etla proposition énoncée résulte immédiatement 
de l'égalité 


h mt 


1.2... 772 


h 2? 
fle+h}=f(a)+ + F (a)+ Fa) ++ f" (a); 
tous les termes du second membre étant par hypothèse 
positifs, on a 


fla+h)>o. 


Il suit évidemment de là que l'équation f(x)=o n’a 
aucune racine supérieure à @. 

D'après cette proposition, pour avoir une limite supé- 
rieure des racines de l'équation f(x) = 0, on formera la 
suite 


fe) Feb P'ehe Pa). 


On déterminera un nombre x, qui rende f#-1{x) po- 
sitive, ce qui est facile, puisque cette fonction est du pre- 
mier degré. Siaucune des fonctions qui précèdent f #71 (x) 
n'est négative pour X—=Xo, On pourra prendre xo pour 
la limite cherchée. Si, au contraire, en remontant la 
suite que nous considérons, on rencontre une fonction 
qui soit négative pour x = To, On prendra une valeur x, 
supérieure à x, qui rende la même fonction positive. 
Pareillement, si, pour cette valeur x,, l’une des foncuons 
qui précèdent celle dont nous venons de parler est né- 
gative, on prendra une valeur x, >x, pour laquelle la 
même fonction soit positive, et ainsi de suite. On arrivera 
infailliblement par ce procédé à une valeur de x pour 
laquelle la fonction f(x) sera positive ainsi que toutes 
ses dérivées : cette valeur sera la limite cherchée. 





| 
| 
| 
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Après ce qui a été dit au n° 112, il est presque superflu 
d'ajouter que la méthode précédente peut être appliquée 
à la recherche de la limite inférieure des racines posi- 
tives, ainsi qu'à celle des limites des racines négatives. 

Exempze. — Reprenons l'équation qui a été considérée 
au numéro précédent. On a 


1AÈA — pb 45 x* + 722 + 36 x? — 926 Æ — 147. 
P' (x) 


—— = bat — 1807 + 2162? + 72x — 028, 
: . 








| 
à (x) to 2702? + 216% + 36, 
142 
M [9 
LEE 190 + 725 
f(x) 
Er jh 
0 . 
1.2%004 : 


La valeur x = 9 annule f(x), mais toute valeur supé- 
rieure rend cette fonction positive; la dérivée précédente, 
f(x), est positive pour x —18, mais la même valeur 
rend f”(x) négative. Cette dernière fonction devient 
positive pour x = 27, et f'(x), qui est alors négative, 
devient positive pour x = 36. La valeur x = 36 rend 
f(x) négative, mais f(x) devient positive pour x = 44. 
On peut donc prendre 44 pour limite supérieure des ra- 
cines positives. 


Théorème relatif aux résultats de la substitution 
de deux nombres quelconques à l’inconnue. 


115. Taforsue. — Soient f(x) — 0 une équation à 
coefficients réels, x, et X deux quantités réelles quelcon- 
ques. Le nombre des racines de l'équation f(x) = 0 
co/nprises entre les quantités x, et X. est pair ou impair 
suivant que les résultats f (xs), f(X) obtenus en sub- 
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stiltuant x, et X à x dans le polynôme f(x) sont de 
méme signe ou de signes contraires; zéro est regardé 
comme un nombre pair. En particulier, si f(xo) et 
J{X) sont de signes contraires, l'équation f(x) =o a 
au moins une racine comprise entre Xo et X. 

En effet, supposons le polynôme f (x) décomposé en 
facteurs linéaires. Nous savons que si, parmi ces facteurs, 
ilyen a p égaux à x—(p+ q V—:1), il yen à aussi w 
qui sont égaux à x —(p — q—1); le produit de ces 
2p facteurs est la puissance de degré y du polynôme 
(x — p}?+ q?, lequel reste positif pour toutes les valeurs 
de x. Si donc on désigne par F(x) le produit de tous 
les facteurs linéaires imaginaires de f(x), on aura 


Ji) A A 08 (x — a) (x — Ta). : te — Ge 


F(x) restant toujours positif. On a, d’après cela, 








va 7 PEN LE PTT Lo To To Tr, 
F(X) LE (X) X — x, X — x, NET 
ETF F(x) ss , 
le premier facteur FX) est posilif, et l’un des facteurs 


Te 
cine +, est comprise entre x, et X. Donc la valeur de 
F(To) 
J\X) 


f(x) = 0 aun nombre pair ou un nombre impair de ra- 


x Lo La À 5 j . 
suivants, telsque x, 0€ peut être négatif que si la ra- 





est positive ou négative, suivant que l'équation 


cines comprises entre x, et X. Dans le premier cas, 
f (20) et f (X) sont de même signe: dans le deuxième 


cas, ces quantités sont de signes contraires. 


Corozzaire L. — 7oute équation de degré impair @ 
au moins une racine réelle de signe contraire à 50m 
dernier terme. 
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On suppose, dans e:t énoncé, que le premier terme de 
l'équation proposée f(x) = 0 a un coefficient positif. Si 
le dernier terme de cette équation est négatif et que l’on 
nomme X une limite supérieure des racines positives de 
l'équation f(x) = 0, les résultats f(X), f(o) seront de 
signes contraires ; 1] y a donc une racine positive, et, s’il 
y en a plusieurs, elles sont en nombre impair. Sile der- 
nier terme de l'équation f(x) = 0 est positif, on chan- 
gerax en—x, et, la transformée étant écrite de manière 
que son premier terme ait un coefficient positif, le der- 
nier terme sera négatif; on rentre dans le premier cas. 


CorozLarRE Il. — 7'oute équation de degré pair dont 
le dernierterme est négatif a au moins une racine post- 
tive etau moins une r'acine négative. 


On suppose encore ici que le premier terme de l’équa- 
tion proposée f(x) = o ait un coefficient positif. Si l’on 
nomme X une limite supérieure des racines positives de 
l'équation f(x) = 0, les quantités f(X),f (0) seront de 
signes contraires ; donc l’équation a un nombre impair 
de racines positives, et par conséquentelle en a au moins 
une. Ce raisonnement s'applique aussi à léquation 
f(— x) = 0; donc la proposée f(x) = o a un nombre 
impair de racines négatives. 


Théorème de Descartes. 


116. On ditque deux termes consécutifs d’une fonction 
entère f (x) à coefficients réels offrent une variation, 
quand ils ont des signes contraires; deux termes consé- 
cutifs qui ont le même signe offrent une permanence. 
Cela posé, l’importante proposition connue sous le nom 
de Z'héorème de Descartes repose sur le lemme suivant : 


Leuur. — Si f(x) désigne une fonction entière et 


S. — Alg. sup., I. 17 
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que a soit une quantité positive, le nombre des varia- 
tions contenues dans le produit (x—a) f(x) surpas- 
sera d’une unité au moins, et toujours d’un nombre 
impair, le nombre des variations de f(x). 


En effet, ordonnons la fonction f(x) par rapport aux 
puissances décroissantes de x et posons 


fe) = (Port) (Piel 4) (Pere OR e 
+ (—i) (Pare +.) 


en écrivant entre parenthèses tous les termes consécutifs 
qui ont le même signe ; le nombre des variations de f(x) 
est évidemment égal à 2. Multiplions f(x) par x— a, 
et écrivons d’abord le produit par x; 1l viendra 


AA NN +, e) (Pirate...) + (Portal, ne 7 
+ (ir) (Port, .), 


Pour déduire de ce résultat la valeur du produit 
(x— a) f(x), il faut lui ajouter — af (x). Or je dis 
qu'après cette addition les signes des termes dont les de- 
grés sont respectivement MI, Muyl, Mol,.…, 
m1 seront restés les mêmes. Cela est évident pour le 
premier de ces termes, puisque le produit —af{x) 
n’est que du degré m. Quant au terme du degré m,+1, 
il pourra être modifié, parce que —af(x) peut ren- 
fermer un terme du même degré; mais ce terme, s’il 
existe, est le produit par —a du dernier des termes con- 
tenus dans la première parenthèse de f(x), et, par con- 
séquent, 1l est négatif; donc le signe du terme de degré 
m,+1 dansx f(x) ne sera pas changé. Pareillement, si 
— af(x) peut donner un terme du degré m:+1, ce 
terme est nécessairement le produit par — a du dernier 
des termes contenus dans la deuxième parenthèse de 
f(x),etilale signe +, comme Île terme semblable du 
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produit x f(x). Il est évident que le même raisonne- 
ment s'applique à ceux des termes suivants que nous con- 
sidérons. Mais le dernier terme de —af(x) est de signe 
contraire au terme de degré m,+1 qui figure dans xf{x), 
et 1l ne peut se réduire avec aucun de ceux contenus 
dans ce produit. Donc, dans le produit (x—a) f(x), 
les termes dont les degrés sont m+1, mi+1, Mmo+1,... 

mn—+1 et le dernier terme auront alternativement les 
signes + et —; 1l y a par conséquent au moins 2+1 va- 
riations dans ce produit. Il peut y en avoir davantage; 
mais comme, en passant d’un signe + à un signe — ou 
inversement, on rencontre nécessairement un nombre 
impair de variations, 1l est évident que, si le produit 
(x—a) f(x) a plus de n+1 variations, il en aura 
2k+n+1, 2k désignant un nombre pair. 


117. Le lemme que nous venons d'établir nous donne : 
immédiatement le théorème de Descartes, qui consiste 
dans la proposition suivante : 


TaéorÈme. — Dans une équation quelconque, le 
nombre des racines positives ne peut pas surpasser le 
nombre des variations du premier membre; et, quand il 
est moindre, la différence est toujours un nombre pair. 


En effet, soit f(x)=— o l'équation proposée. Décom- 
posons le polynôme f (x) en ses facteurs linéaires ; dési- 
gnons par F(x) le produit des facteurs qui répondent 
aux racines imaginaires ou négatives, et sOlent @y, Go...) 
a, les racines positives. On aura 


Hén=s Fr (x) | 22 &) (x — a)...(x— a), 
L’équation F (æ — 0 n'ayant pas de racines posi- 


tives, le premier et le dernier terme de F{x) sont de 
même signe, et en conséquence le nombre des variations 
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de ce polynôme est un nombre pair 24 qui peut se ré- 
duire à zéro. 

Le polynôme F(x) ayant 2k variations, le produit 
F(x) (x—a,) en aura 2k,+1, d’après la proposition 
précédente, k, étant égal ou supérieur à k. Pareillement, 
le produit F(x)(xæ—a;)(x— a2) aura 2k3+2 varia- 
tions, et ainsi de suite, de manière que le dernier pro- 
duit, qui est égal à f(x), aura 24, +v variations, k, étant 
un entier positif ou nul. 


Corozrarre. — Dans une équation quelconque, le 
nombre des racines négatives ne peut pas surpasser le 
nombre des variations de l'équation transformée en 
— x, et, quand ilest moindre, la différence est toujours 
un nombre pair. 


118. Le théorème de Descartes a pour complément 
la proposition suivante, qui n’en est au surplus qu’une 
conséquence : 


Taéorème. — Si une équation a toutes ses racines 
réelles, le nombre des racines positives est égal au 
nombre des variations, et le nombre des racines néga- 
tives est égal au nombre des variations de la trans/for- 
mee en — ZX. 


Considérons les différences entre le degré de chaque 
terme d’une équation de degré m et le degré du terme 
suivant. Parmi ces différences, il peut y en avoir qui 
soient des nombres impairs : je les désignerai par 


2h, +1, 2h» +1, .….…, 2, +1; 


quant aux différences qui sont égales à des nombres pairs, 
je distinguerai celles qui répondent à deux termes de 
sigue contraire de celles qui se rapportent à deux termes 
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de même signe. Je désignerai les premières par 
2h+2, 2h +2, ,.,., 2h, +0, 
tandis que les autres seront représentées par 
DSi 2Ba +, 289 


Comme il yau<+v+p différences, le nombre des 
termes de l'équation est égal âu+v+p+1, et il est 
évident qu'il manque à celle-ci, pour qu’elle soit com- 
plète, un nombre de termes qui sera égal à 2S + y —bp 
si l’on fait, pour abréger, 


SH HA) + Ai HR) + (giga ge): 


En ajoutant le nombre des termes contenus dans l’é- 
quation proposée avec le nombre de ceux qui lui man- 
quent pour qu'elle soit complète, on aura évidemment 
une somme égale à m +1; donc 


(1) Mm—=p+2%+2S. 


Désignons maintenant par V le nombre des variations 
de l’équation proposée, par V/le nombre des variations 
de la transformée en — x, et cherchons la valeur de 
V + V/. Considérons d'abord deux termes consécutifs 
dans lesquels la différence des degrés soit un nombre im- 
pair 2k +1; 1l est clair que, si ces deux termes offrent 
une variation dans la proposée, ils présenteront une per- 
manence dans la transformée en — x, et inversement ; 
donc les deux termes ne donnent qu'une unité dans 
V + V/, et, comme il y a, par hypothèse, u couples de 
termes du même genre, ces termes fourniront y unités 
à la somme V + V'. Considérons en second lieu deux 
termes consécutifs de signes contraires et dans lesquels 
la différence des degrés soit un nombre pair 2 h + 2; ces 
deux termes donnent une variation dans Îa transformée 


262 COURS D’ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


aussi bien que dans la proposée, et, comme il y a v cou- 
ples de pareils termes, ils apporteront 2y unités dans la 
somme V + V’. Enfin, si l’on considère deux termes de 
même signe et dans lesquels la différence des degrés soit 
un nombre pair 2g, ces termes ne donneront aucune va- 
ration dans la transformée en — x et ils ne fourniront 
rien à la somme V + V’. On a donc, d'après cela, 

(2) V+V'=p+ 2, 

et par conséquent la formule (1) peut s’écrire 


(3) m=V+V'+2s. 


S1 l’on désigne par P le nombre des racines positives de 
l'équation, par P’ le nombre des racines négatives et par 
21 le nombre des racines imaginaires, on aura aussi 


(4) Pie PERD EE Le 
et la comparaison des formules (3) et (4) donnera 


(5) 2I—(V—-P}+(V'—P')+2s. 


/ 


Si l'équation proposée a toutes ses racines réelles, I est 
nul; d’ailleurs aucun des nombres V — P, V' — P' ne 
peut être négatif; donc on a non-seulement 


(6) PEN UNE 
mails encoré 


(7) Sn 


Les formules (6) démontrent la proposition énoncée; 
la formule (5) nous fait connaître en outre une limite du 
nombre des racines imaginaires. On en tire effectivement 


LOTS: 


d’où il résulte qu'une équation a toujours des racines 


SECTION I. — CHAPITRE VI. 263 


imaginaires lorsqu'il manque plus d’un terme entre deux 
termes de signes contraires, etlorsqu’il manque même un 
seul terme entre deux termes de même signe. 


CoroLLaire 1. — Si une équation a toutes ses racines 
réelles et positives, l'équation est complète et elle ne 
présente que des variations. 


Car le nombre des variations doit être égal au degré m 
de l'équation, et celle-ci renferme en conséquence m +1 
termes. 


Corozrarre II. — Sr l'équation fiv l=0 aitoutes 
ses racines réelles et que a soit une quantité positive, Le 
produit (x — a) f(x) ne renferme qu'une variation de 
plus que f(x). 

Car, dans chacune des équations 

PIEDS IPN Ta NA AE 
le nombre des racines positives est égal au nombre des 
variations du premier membre. La deuxième équation 


ayant une seule racine positive de plus que la première, 
elle à aussi une seule variation de plus que celle-ci. 


119. Le théorème de Descartes conduit encore à une 
autre proposition sur laquelle nous croyons devoir ap- 
peler l'attention, parce qu'elle est le point de départ de 
recherches nouvelles dont nous aurons à parler ensuite. 
Cette proposition est la suivante : 


TaéorëmEe. — Soient f(x)—0o une équation du 
degré m dont les m racines sont réelles, et f'(x), 
f(x), ...,f"(x) les m dérivées successives du poly- 
nome f(x). Si, dans la suite des m-+1 fonctions 


Le ns) RC Arte) 


on substitue successivement deux quantités reelles quel- 
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conques à et 8 >> «, et si, après chaque substitution, on 
compte les variations de signes que présente la suite 
des résultats, le nombre des variations perdues en pas- 
sant de x = à à x — 6 sera précisément égal au nombre 
des racines de l’équation f(x)—0o comprises entre « 
et 6. 

En effet, posons successivement x=x'+a et 
x = x'+ 6. Le nombre des racines de la proposée qui 
sont supérieures à à sera égal au nombre des racines po- 
siives de la transformée f(x'+ «) = 0, et, en consé- 
querice, égal au nombre des variations du polynôme 
f(x'+ à), puisque toutes les racines sont supposées 
réelles. Pareillement le nombre des racines de la pro- 
posée qui sont supérieures à 6 sera égal au nombre des 
racines positives de f(x + 6) —o, et, par suite, égal 
au nombre des variations de f(x + 6); d’où 1l suit que 
l'équation f(x)—o a précisément autant de racines 
comprises entre @& et 6 qu'il y a d'unités dans l’excès du 
nombre des variations de f(x'+ «) sur le nombre des 
variations de f(x’ + 6). Mais on a 


j e x! ; x'? x'n 
zx LE ART EE PRE SP 
Fee) (a) PM) EP) EP) 
donc l'excès dont nous venons de parler est égal à la 
différence entre lé nombre des variations que présente 
-Ja suite 


fe Fe Eh frifeh 


pour æ = «, etle nombre des variations que présente la 
‘même suite pour x — 6. 


T'heorème de Budan. 


120. La proposition précédente cesse d’être exacte, 
lorsque l’équation f (x) = 0 n’a pas toutes ses racines 


Lo. 
Qi, 
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réelles. Mais, en cherchant à en modifier l’énoncé de ma- 
nière à embrasser tous les cas, Budan est parvenu à un 
théorème remarquable que nous allons exposer, après 
avoir établi préalablement un lemme fort important sur 
lequel nous aurons à nous appuyer. 


Lemme. — S: f(x) désigne une fonction entière de 
x ayant pour dérivée f'(x), et que l’on fasse croître x 
\ » + 4 
de — æ à +, chaque fois que le rapport FE 
TX 
s'annulera, il passera toujours d'une valeur négative 
à une valeur positive. 


En effet, soit a une valeur de x pour laquelle f(x) 
s’annule. Si m est le degré de cette fonction et que l’on 
réprésente par f(x), f(x) .+., f(x) sés dérivées 
successives, On aura, pour æ — & + U; 


fla +u)=f{a) + À lier —— f" (4) “RA 
gr 12 Hit 
Pate) =f(e)+ Pa Po) + 


comme il peut arriver que la valeur x = & annule f(x) 
et quelques-unes des dérivées suivantes, je désignerai 
généralement par f(x) la première de ces dérivées qui 
ne s’annulent pas pour-x — a. Alors, en divisant l’une 
par l’autre les deux équations précédentes, on aura 


urn-n 
1 [LL 
fia+u) uŸ ARE Per re Ki 
f'(a+u] 7 #21 
ns. (77 hr (a) 


1 —7 
u L 


É frlal HAE 
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. . Ê è LL 
la fraction qui multiplie —-; dans le second membre, a 
72 


pour limite l'unité quand w tend vers zéro; donc, pour 
des valeurs de uw positives ou négatives dont le module 
est suffisamment petit, les quantités 


fla+u) 
f'(a +u) 


seront de même signe; il résulte de là que, si À désigne 


u — et 


une quantité positive suffisamment petite, et que l’on 
fasse croître u de —h à + h, le rapport 


fla+u) 
Far) 


d’abord négatif, s'annulera en même temps que u et de- 
viendra ensuite positif. 


CororLaire. — Si le polynôme f(x) et ses n —1 
premières dérivées s'annulent pour x == a, et que h dé- 
signe une quantité positive suffisamment petite, la suite 
des n +1 fonctions 


fe) eh Pleh es fre) 


présentera n variations pour x = a—h, et elle n'offrira 
que des permanences pour x = a + h. 

En effet, deux fonctions consécutives de cette suite 
sont de signes contraires pour x = a — h, et elles sont 
de même signe pour x = a + h. 


191. Tuéonème DE Bupan. — £'tant donnée une 
équation quelconque f(x) = 0 de degré m, si dans les 
m + 1 fonctions 
nf eh Pl eh 4 fe 


on substitue deux quantités reelles quelconques a et 
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6 >> a@, et si, après chaque substitution, on compte les 
variations de signe que présente la suite des résultats, 
le nombre des racines de f(x) — 0 comprises entre & et 
6 ne peut jamais surpasser celui des variations perdues 
de x=aàx—6, et, quand il est moindre, la diffe- 
rence est toujours un nombre pair (!). 


En effet, quand on fait croître x d’une manière con- 
tinue de & à 6, la suite des signes des fonctions (1) ne peut 
éprouver de modifications qu’à l'instant où x atteint et 
dépasse une valeur qui annule quelqu’une de ces fonc- 
tions; supposons donc que, pour x — a, une ou plu- 
sieurs des fonctions (1) s’annulent. Parmi ces fonctions 
qui s’annulent, pour x = a, il peut y en avoir plusieurs 
qui soient consécutives ; soient donc généralement 


ete) 


n fonctions consécutives qui s’annulent pour x — 4, le 
nombre 7 pouvant se réduire à l'unité. L'indice peut 
être zéro, auquel cas f#{x) représente la fonction f(x); 
mais le dernier indice w+n— 1 ne peut être égal à mn, 
car la fonction / (x) estune constante différente de zéro. 

Cela posé, considérons la portion de la suite (1) qui 
comprend les fonctions (2) et la fonction suivante, 
SaVOIr : 


DR PT eh, ARTE (a) fee (a) 


d’après le corollaire du lemme qui précède, si k désigne 





(') Ce théorème est souvent attribué à Fourier, qui l’avait sans aucun 
doute rencontré dans ses recherches ; mais la priorité appartient réelle- 
ment à Budan, qui communiquà en 1811 à l’Académie des Sciences la 
démonstration complète du théorème. L’énoncé que nous adoptons ne 
diffère que dans la forme de celui donné par Budan, et il est tel que 
Fourier l’a présenté dans son Analyse des équations, publiée après sa mort, 
en 1331, par les soins de Navier, 
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une quantité positive suffisamment petite, les a+: 
fonctions de la suite (3) offriront x variations pour 
x = a — h;tandis qu’elles ne présenteront que des per- 
manences pour x = a + h. Appliquons successivement 
ce résultat aux cas deu = o et deu > 0. 

Dans le cas de p = 0, on peut dire que : si les n pre- 
miers termes de la suite (1) s annulent pour x = a, 
c'est-à-dire si l'équation f(x) — 0 a n racines égales 
à a, la portion de la suite (1) qui embrasse les n +1 
premiers termes perd n variations, quand on passe 
dex=a—hàäx=at+h. 

Dans le cas de p>> 0, joignons aux fonctions (3) celle 
qui les précède dans la suite (1), on aura les n + 2 fonc- 
ons 


(4) Ft (x), SM), Péti(z), , frei(x), fétr(æ). 


Si z est un nombre pair 24, l'équation f#(x) =o a 24 
racines égales à a, et, en conséquence, f*{x) ne change 
pas de signe quand x varie de a— h à a+ h; d’ailleurs 
f(x) conserve aussi le même signe; donc la suite (4) 
perdra 24 variations quand on passera de a—hàa+h. 
S1, au contraire, z est un nombre impair 24 + 1, l’équa- 
tion f(x) —=0o a 2k +1 racines égales à a et f(x) 
change de signe quand x varie de a—h à a +h; 
comme f*—!(x) conserve le même signe, il s'ensuit que 
la suite des deux fonctions f#“-'(x), f“(x) perdra ou 
gagnera une variation dans le passage de a—hàaa+h, 


et, par conséquent, la suite (4) perdra dans ce cas 


peut donc dire que : si n termes consécutifs de la suite (1), 
ne comprenant pas le premier terme, s'annulent pour 
x = 4, la portion de la suite (1) qui embrasse ces n 
termes avec celui qui les précède et celui qui Les suit 
perd un nombre pair de variations, quand on passe 


L 


(2k+ 1), c'est-à-dire 24 ou 2k + 2 variations. On 
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de a—h à a+h; ce nombre de variations perdues 
peut se réduire à zéro quand n = 1; mais, pour n >1, 
il est positif. 

Il résulte de là que, x croissant de «& à 6, chaque fois 
que cette variable atteint et dépasse une valeur à qui 
annule quelques-unes des fonctions (r), cette suite perd 
v + 2k variations, À étant un entier positif ou nul, et le 
nombre v, qui peut aussi se réduire à zéro, étant préci- 
sément égal au nombre des racines de l'équation f(x)=—o 
qui sont égales à a. Si donc N désigne le nombre total des 
racines réelles égales ou inégales comprises entre « et 6, 
le nombre des variations perdues en passant de x = « 
à x — 6 sera égal à N ou égal à N augmenté d’un nombre 
pair. 

Corozzaire. — Si l'équation f(x) —=0aN racines 
comprises entre « et 6, et que la suite (1) perde N +2K 
variations dans le passage de x = à à x — 6, l'équa- 
tion a au moins 2K racines imaginaires. 


En effet, désignons par N, le nombre des racines com- 
prises entre — æ et &, par N’celui des racines comprises 
entre 6 et + æ. Soient aussi N, + 2K,, N'+2K'les 
nombres de variations perdues dans la suite (1) quand on 
passe de = — à x = a et de x—6àx—+oo.lIl 
est évident que pour x = —@ la suite (1) présente m 
variations, tandis qu’elle n’a que des permanences pour 
x =  ; on a donc 


N+N+N'+2Ko + 2K +2K'— m; 


le nombre 21 des racines imaginaires est égal à 
m—{(No+N + N°), et l’on a conséquemment 


I=K,+K+K', d'où I—=ou >K, 


122. Nous présenterons ici deux remarques au sujet 
du théorème de Budan. 
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Quand on applique ce théorème, il peut arriver que 
l’un des nombres & et 6 qu’il faut substituer à x annule 
quelques-unes des fonctions de la suite (1). On sauve 
cette difficulté en substituant & + h au lieu dexet6—h 
au lieu de 6, À désignant, comme précédemment, une 
quantité positive suffisamment petite. Aucun calcul ne 
sera d’ailleurs nécessaire, car supposons que l'hypothèse 
x = & annule les termes de la suite (3) à l'exception du 
dernier, nous savons que cette suite (3) n’offre que des 
permanences pour x —a<+h. Si c’est, au contraire, 
l'hypothèse x — 6 qui annule les fonctions dont nous 
venons de parler, la suite (3) ne présentera que des va- 
riations pour x = 6 —h. 

Le théorème de Descartes peut être regardé comme un 
corollaire de celui de Budan. Supposons, en effet, que l’on 
veuille appliquer ce dernier théorème en prenanta = 0, 
6—+o.Pourx= +, la suite des fonctions (r) ne 
présente que des permanences, et pour x = o ces fonc- 
tions se réduisent aux coefficients de l’équation f(x) = 0, 
en faisant abstraction de certains multiplicateurs numé- 
riques et essentiellement positifs. A. la vérité, l’hypo- 
thèse x == 0 peut annuler quelques-unes des fonctions (1), 
et cela arrive nécessairement si l'équation proposée 
manque de quelques termes. Mais supposons qu’au lieu 
de substituer zéro on ait substitué successivement — 
et + h; comme le nombre des variations perdues en pas- 
sant de — h à + /h est pair, si, comme on le suppose, 
l'équation proposée n’a pas de racines nulles, 1l est permis 
de ne tenir aucun compte de celles des fonctions (1) qui 
s’annulent pour + — 0, lorsque l’on applique le théorème 
de Budan en prenant a — + het6 — + ,ou, ce qui 
revient au même, en prenant & = 0, 6 — + . Il résulte 
donc du théorème de Budan que: si l’équation f(x) = 0 
a N racines positives, la suite des coefficients des termes 


vi Lite 
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contenus dans le premier membre offrira N + 2K va- 
riations, K étant un entier positif ou nul; ce qui est 
précisément le théorème de Descartes. 


Théorème de Rolle. 


123. La proposition connue sous le nom de théorème 
de Rolle est utile dans quelques circonstances, et elle se 
rattache directement à la théorie que nous exposons; 
aussi croyons-nous devoir la présenter 1c1. 


Taéorëme. — Si a et b désignent deux racines consé- 
cutives de l'équation f (x) = 0, en sorte que cette équa- 
tion n'ait aucune autre racine comprise entre a et b, 
l'équation f(x) = 0, obtenue en égalant à zero la de- 
rivée de f(x), a au moins une racine comprise entre a 
et b, et, quand elle en a plusieurs, le nombre de ces ra- 
cines est impair. 


En effet, si l’on suppose b © a et que l’on désigne 
par » une quantité positive suffisamment petite, le pre- 
mier des deux rapports 


AA EN S\b—h) 
F'(b—h) 


flart 

sera positif, tandis que le second sera négatif (n° 120 ;. 
D'ailleurs les numérateurs f{a+h) et f(b—h) sont 
de même signe, puisque l'équation proposée n’a pas de 
racine entre a + h et b— h; donc les dénominateurs 
f'(a+h), f'(b —h) sont de signes contraires, et, en 
conséquence, l'équation /’ (x) = o a un nombre impair 
de racines comprises entre a + h et b — }, ou entre a 
et à. Il faut remarquer que ce théorème subsiste, lors 
même que a ou b serait une racinc multiple de l’équa- 
tion proposée. 
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CorozLairEe 1. — Deux racines consécutives « et 6 de 
l'équation f'(x) = 0 ne peuvent comprendre entre elles 
1 P P 
plus d’une racine de l'équation f(x) = 0. 


Car, si l'équation f(x) — 0 avait deux racines a et 
comprises entre æ et 6, l'équation f'(x)=0 aurait au 
moins une racine y comprise entre a et b; cette racine 
serait donc comprise, à plus forte raison, entre « et 6, 
ce qui est contre l'hypothèse. 


CorozLame Il. — 87 l'équation f(x) —0ode degré m 
a toutes ses m racines réelles, l'équation f'(x) = 0 a 
également toutes ses racines réelles, et deux racines 
consécutives de la seconde équation comprennent tou- 
jours une racine de la première. 


Désignons par 
(a) Os le aber On 


les racines de l’équation f(x) = 0, rangées par ordre de 
grandeur à partir de la petite, et par 


SERA mes TUNER 
les degrés de multiplicité de ces racines, on aura 
M= M + M+.. + My 


Cela posé, d’après le théorème des racines multiples, 
l'équation f(x) — 0 a M, —1 racines égalesà a,, elle en 
a m2 —1 égales à 45,..., Mn —1 égales à a,; le nombre 
de ces racines est m—n. En outre, d’après le théorème 
de Rolle, l'équation f’(x)—=0o a au moins une racine 
comprise dans chacun des 7 — r intervalles que forment 
deux termes consécutifs de la suite (r); elle ne peut d’ail- 
leurs en avoir plus d’une dans chaque intervalle, puisque 
le nombre total de ces racines est m—1. 


Soient 
Gi 0 es D net 
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les 7 —1 racines de f(x) —0 dont nous venons de par- 
ler et qui sont respectivement comprises dans les 7 — 1 
intervalles formés par deux termes consécutifs de la 
suite (1). Il est évident que les termes de cette suite (1) 
seront compris respectivement dans les z intervalles for- 
més par la suite 


(2) mie bi, D, OR, D, + D; 


les termes de la suite (2) separent donc les racines (1) de 
l'équation proposée. 


124. Exempze. — Pour donner un exemple des appli- 
cations du théorème de Rolle, nous établirons une pro- 
priété importante que possède une classe de fonctions qui 
se présentent dans diverses recherches mathématiques. 
Posons, pour abréger, 


et désignons par 
f'(æ), Fe), ee Ph(æ), 


les dérivées successives du polynôme f(x); la fonction 
que j'ai en vue et que je désignerai par X, est définie 
par la formule 
X} SE EE 

La fonction f(x) étant un polynôme de degré 27, sa 
nième dérivée, f(x) ou X, sera un polynôme du degré n. 
#. ’ D = 1° , Fr 
Cela posé, je dis que l’équation 

X» — O 


a ses n racines réelles, inégales et comprises entre — 1 
et + x. 
Pour établir cette proposition, àl suffit d'appliquer 
n fois de suite le théorème de Rolle à l'équation 
f(x) 210. 
S. — Alg. sup., 18 
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Cette équation a » racines égales à — 1 et 7 racines égales 
à +1; donc l'équation 


f(x) =0 


aura 2 — 1 racines égales à — 1, 7 — 1 racines égales à 
+ 1, et une racine a, comprise entre — 1 et +1. De là 
il résulte que l'équation 


Jia 0 


a n—2 racines égales à —1,7—2 racines égales à +1, 
une racine D, entre — 1 et 4,, et une racine b, comprise 
entre a et +1. 

Il n’est pas nécessaire de pousser plus loin ce raison- 
nement, pour reconnaître que l’équation f{x)= o ou 
X,—oases n racines réelles, inégales et comprises entre 
— 1 et +1, ainsi que nous l’avions annoncé. 


125. On peut urer du théorème de Rolle les condi- 
tions de la réalité de toutes les racines d’une équation 
de degré donné; mais, devant bientôt faire connaître une 
méthode beaucoup plus simple qui remplira le même 
objet, nous n’aborderons point ici cette question géné- 
rale, et nous nous bornerons à appliquer le théorème à 
la détermination du nombre des racines réelles d’une 
équation trinôme, telle que 


VA = AM p 7 4990, 


dans laquelle nous supposerons les exposants » et 7 1m- 
pairs. 
Le nombre total des variations contenues dans cette 


# 


équation et dans sa transformée en — x est égal à 1 ou 


à 3; le nombre des racines réelles est donc lui-même égal 
à r ou à 3; 1l s'agit de distinguer ces deux cas. La dé- 


SÉCPTONME EE =NCHAPIMR ENVIE", 2 


SI 
CE 


rivée f'(x) a ici pour valeur 


np) 
; ; de 
vs Éà NL" a RE ie 


\ nm}. 


si p est positif, l'équation f’(x) = o ne peut avoir d'autre 
racine réelle que zéro; donc la proposée ne peut pas avoir 
dans ce cas trois racines réelles. Si p est négatif, et que 
l’on désigne par à le radical 


m—n np 


ns 
l'équation f’(x)—0o admettra les racines —b et + b, 
indépendamment des racines nulles qu’elle peut avoir et 
qui sont, par hypothèse, en nombre pair. Alors, si la pro- 
posée a trois racines réelles, — à sera comprise entre les 
deux plus petites, tandis que + b le sera entre les deux 
plus grandes ; donc ces trois racines serontrespectivement 
comprises dans les trois intervalles que forme la suite 


— D, —Db, +<b, +, 
ce qui exige que l’on ait 
J(—-6)>0o, f(+b)<o. 


Réciproquement, si ces conditions sont remplies, l’é- 
quation proposée aura nécessairement (n°115) une ra- 
cine comprise entre — et —b, une deuxième entre 
— b et + b, une troisième enfin entre + b et + & . En 
remettant au lieu de b sa valeur, on trouve que nos 
deux conditions deviennent 


m hà 


—m 


np \ In —n ë a np Hi — 
Me 0 

\ mn Mt 71 ù nt 
et elles peuvent s'exprimer par une inégalité unique, en 
écrivant que la puissance (m—n)°me de la quantité in- 


termédiaire est inférieure à la puissance (mn — 1 E9 la de 
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l’une des quan tités extrêmes. On obtient ainsi la condi- 
tion demandée, 


n mn np\/" 
TICENTC m 


on voit qu'elle n’est jamais satisfaite quand pest > 0. Si 
le premier membre de cette inégalité se réduit à zéro, 
l'équation proposée a encore trois racines réelles, mais al 
est évident que deux de ces racines sont égales entre elles. 
S1 l’on a 

Hi NET ele 
l'équation proposée devient 

x px + q —0;, 
ce qui est la forme à laquelle peut être ramenée toute 
équation du troisième degré (n° 62). Quant à la condi- 
tion de réalité des trois racines, elle devient 


2 3 
ñ net ou Âp+27q <o. 


Thcorème de Sturm. 


126. Parmi les problèmes que l’on rencontre dans la 
théorie des équations, l’un des plus importants est celui 
qui a pour objet la découverte d’une règle à l'aide de la- 
quelle on puisse déterminer lenombreexact des racines 
réelles d’une équation qui sont comprises entre deux 
nombres donnes. 

La proposition du n° 119 nous a donné la solution de ce 
problème pour ce qui concerne les équations dont toutes 
les racines sont réelles, et les recherches de Budan ont eu 
pour objet, comme on l’a vu, de tirer des mêmes prin- 
cipes un critérium qui pôt s'appliquer à tous les cas. 
Mais, malgré son utilité incontestable, le beau théorèm: 


4 


_kËs 


LS 
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auquel ce géomètre est parvenu ne donne pas une solution 
complète de la question que nous venons de poser. 

L’Algèbre offrait ainsi une lacune regrettable, mais 
cette lacune se trouva comblée de la manière la plus heu- 
reuse par le fameux théorème de Sturm. Ce grand géo- 
mètre communiqua à l'Académie des Sciences, en 1829, 
la démonstration de son théorème qui constitue l’une 
des plus brillantes découvertes dont se soit enrichie 
l'Analyse mathématique. 


197. Le théorème de Sturm consiste dans la proposi- 
tion suivante ! 


Tuéorkme. — Z£'tant donnée l'équation V —0 dont le 
premier membre est une fonction entière d'un degré 
quelconque m de l'inconnue x et qui n'a pas de ra- 
cines égales, soit V, la dérivée du polynôme V. Effec- 
tuons la division de V par V;, Jusqu'à ce que nous 
soyons arrivé à un reste de degré inférieur au degré 
de V,, changeons les signes de tous Les termes de ce reste 
et désignons par V, ce qu'il devient alors. Divisons de 
méme V, par V;, et, après avoir changé les signes des 
termes du reste, nous aurons un nouveau polynôme V; 
dont le degré sera inferieur au degré de V:. Divisons 
pareillement V; par Va et continuons la méme série 
d'opérations, comme s'il s'agissait de déterminer le plus 
srand commun diviseur des polynômes V et V,, mais 
en ayant soin de changer les signes de chaque reste 
avant de le prendre pour diviseur. L'équation proposée 
n'ayant pas de racines égales, nous arriverons après un 
certain nombre p—1 de divisions à un reste numérique 
différent de zero, et nous représenterons par V, ce reste 
change de signe. Nous obtiendrons ainsi une suite de 
+1 fonctions 
(1) VAS RS AUTRE 
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dont les degrés, par rapport à x, formeront une suite 
décroissante. 

Cela posé, soient « et 6>> « deux quantités reelles 
quelconques donnees, et substituons successivement @& 
et6 à x dans les fonctions (1). Le nombre des racines 
réelles de l'équation V —0, comprises entre a et 6, sera 
précisément égal à l'excès du nombre des variations 
que présente la suite des signes des p+ 1 fonctions (x) 
pour x = a, sur le nombre des variations que présente 


la suite des signes des mémes fonctions pour x = 6. 


Désignons par 
Q:; Q>, LEO, Qu1 

les quotients que l’on obtient en divisant V par V,, V; 
pari Ve,..., V2 pars V1; On aura cettebstite d’'éga- 
htés : 

VENMIOQNENTE, 

Va: Q> Nes 

Vs Ni ON 


7— 
D 
— 


SLT TONRTS ES C6 10 eEere;sT9 


| Vita Ve Qu: NT Vas 
qui conduisent aux deux conséquences suivantes : 


1° Dans la suite (1), deux fonctions consécutives ne 
peuvent s’annuler pour la méme valeur de x. 


En, effet, s1 l'on avait} 0 V;—0/1poueitins 
certaine valeur de x, la relation 


(3) Vrai =NrQr Nr 


montre que l'on aurait en même temps Vx,,—=0o. On 
conclut de là que, si une même valeur de x annulait deux 
fonctions consécutives, elle annulerait aussi toutes les 
suivantes, ce qui est impossible, puisque la dernière fonc- 
üon V, est une constante différente de zéro. 


a 
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29 Si, pour une valeur de x, l’une des fonctions de 
la suite (1), autre que la première, s'annule, la fonc- 
tion précédente et la fonction suivante sont de signes 
CcOntI'aur'es. 


En effet, si l’on a Vx= 0, l'égalité (3) donne 
Vin Vi. 


Faisons maintenant croître x d’une manière continue 
entre les limites & et 6; la suite des signes des fonc- 
tions (1) ne pourra être modifiée qu’à l'instant où x at- 
teindra et dépassera une valeur qui annule une ou plu- 
sieurs des fonctions de la suite (1). Soit a l’une de ces 
valeurs, et supposons d’abord que, parmi les fonctions 


Nr. V,, CCE 


qui s’annulent pour x = a la première V ne soit pas 
comprise. 

S1 À désigne une quantité positive suffisamment petite, 
les équations Vz_,=0, Vx,,= 0 n'auront aucune racine 
entre a— h et a+ h, et en conséquence chacune des 
fonctions Vx_,, V4,, conservera le même signe quand on 
fera croître x de a—h à a+h. Ces fonctions étant 
de signes contraires pour x = a, comme nous l'avons 
dit plus haut, elles sont pareillement de signes con- 
traires pour x—a—h, ainsi que pour x= a+ h; donc 
la portion de la suite (1) qui comprend les trois fonctions 


Va rave Vers 


offre une variation unique pour x—=4a—h, ainsi que 
pour æ—a+h; cela s'applique évidemment à cha- 
cune des portions de la suite (1) qui sont formées par 
l’une des fonctions Vy, V,,... et les deux qui la com- 
prennent. On peut conclure de là que la suite des signes 
des fonctions (1) ne perd ni ne gagne aucune variation 
quand x croît de a—h à a+. 
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Supposons maintenant que x, croissant de & à 6, at- 
teigne une valeur a qui annule la fonction V, et pour 
laquelle quelques-unes des autres fonctions dela suite(r), 


telles que 
VAN 


puissent aussi s’annuler. Le raisonnement qui précède 
montre que la portion de la suite (1) formée avec l’une de 
ces dernières fonctions et les deux qui la comprennent 
présente une variation unique pour æ—a—h, ainsi 
que pour x—a+h. D'ailleurs, d'après le lemme du 


n°120, le rapporte passe du négatif au positif quand x 
1 


croît de a— à a+h; ce qui revient à dire que les deux 
fonctions V, V, offrent une variation pour x—=a—h, et 
une permanence pour x = a+ h; donc, dans le passage 
de x—a—h à x—a+h, la suite entière des fone- 
tions (1) perd une variation et n’en perd qu’une seule. 

En résumé, si x croît d’une manière continue depuis & 
jusqu’à 6, le nombre des variations de la suite des fonc- 
tions (1) n'éprouve de modification que quand + atteint 
et dépasse une racine de l'équation V — 0, et chaque fois 
que + atteint et dépasse une telle racine, il y a une varia- 
tion perdue, dans la suite des fonctions (1); ce qui dé- 
montre le théorème énoncé, 


128. Sturm a fait lui-même sur son théorème des 
remarques importantes que nous reproduisons 1c1. 

1° Dans les divisions successives qui servent à trouver 
les fonctions V:, V:,..., il est permis de multiplier ou 
de diviser les dividendes ou les diviseurs par des nom- 
bres positifs quelconques; les fonctions (1) se trouveront 
alors multiphiées par des facteurs positifs, ee qui ne chan- 
gera point leurs signes ; mais il faut éviter de supprimer 
ou d'introduire des facteurs négatifs. 
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2° La condition que la dernière des fonctions {r), sa- 
voir V,, est une constante, n'intervient pas dans la dé- 
monstration que nous avons présentée du théorème ; cette 
démonstration suppose seulement que V, ne change pas 
de signe quand x varie de «& à 6. [l résulte de là que si, 
parmi les fonctions (1), il s’en trouve une V} qui n'ait 
aucune racine comprise entre æ et6, on pourra arrêter 
la suite (r) à cette fonction et faire abstracuon de toutes 
celles qui suivent. | 

3° Il peut arriver que l’une des limites à, 6 annule 
une ou plusieurs des fonctions de la suite (1); mais il 
ne saurait résulter de cette circonstance aucun embarras 
pour compter le nombre des variations. Il suffira effecti- 
vement, dans ce cas, de substituer 4 — h au lieu de & ou 
6 + au lieu de6, À désignant une quantité aussi petite 
que l’on voudra. Supposons que la fonction V s’annule, 
soit pour x —%, soit pourx=—=6. Ainsi que nous l’avons 
vu, les deux fonctions V, V, offriront, dans le prenuer 
cas, une variation pour x —a4—h, et une permanence, 
dans le deuxième cas, pour x=6+/h. Quant aux fonc- 
tions qui suivent, si l’une d’elles s’annule pour x = ou 
pour x—6, nous avons vu que, pour une valeur de x très- 
peu différente de & ou de 6, la suite formée par cette 
fonction et les deux qui la comprennent offre toujours 
une varialion unique. 


129. Le théorème de Sturm s'applique sans modifica- 
tion aux équations qui ont des racines multiples, pourvu 
que l’on fasse abstraction du degré de multiphcité de ces 
racines. 

En effet, soit X—o une équation qui a des racines 
multiples, et désignons par X, la dérivée du polynôme X. 
Obpérons sur les fonctions X et X,, comme s’il était ques- 
tion de chercher leur plus grand commun diviseur, en 
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ayant soin de changer le signe de chaque reste, ainsi que 
le prescrit l'énoncé du théorème. On obuendra ainsi la 
suite de fonctions 


(r) X, X:, X>, 2 ones Xy—1 Xy 


dans laquelle le dernier terme ne sera plus constant; 
mais trois fonctions consécutives seront encore liées 
entre elles par une égalité de la forme 


Xy-1 D: Qz “: X 441 


où Q4 désigne une fonction entière. 

Soit D le produit des facteurs linéaires communs 
à X et à X,;1l est évident que les fonctions (1) pourront 
être divisées exactement par D, et si l’on désigne par 


(2) ii. V1, Ve, HO y Vu Vi 


les quotients de ces divisions, la dernière des fonctions (2) 
sera une constante ; en outre trois fonctions consécutives 
de cette suite seront liées entre elles parla relation 
Ven Ve Qr— V4: 
enfin, d’après le lemme du n° 120, le rapport à — - 
1 1 
passera toujours, en s’annulant, d’une valeur négative à 
une valeur positive. En conséquence, on peut appliquer 
aux fonctions (2) le raisonnement entier du n°127, et il 
en résulte que, s16 est >«, l'équation V —=0o ou X—=o à 
autant de racines comprises entre « et 6 qu'il y a de va- 
riations perdues dansla suite des signes des fonctions (2), 
lorsque x croît de & à 6. Enfin, comme les fonctions (1) 
s’obtiennent en multipliant les fonctions (2) par un 
même polynôme D, il est permis de substituer les unes 
aux autres. 
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Des conditions de realite de toutes les racines d’une 
équation de degré donne. 


130. Pour avoir le nombre total des racines réelles 
d’une équation donnée V — 0, il suffit de former, confor- 
mément au théorème de Sturm, la suite des fonctions 


(1) ve ré V:, CRETE) VEUT Vas 


et d'y substituer successivement deux limites L, L’, 
entre lesquelles touteslesracinesréelles soientcomprises ; 
mais comme, pour une valeur de x dont le module est 
suffisamment grand, une fonction entière a toujours le 
signe de son premier terme, et que nous n'avons à nous 
préoccuper que du signe des résultats des substitutions, 
on peut prendre, pour plus de commodité, — et + 
au lieu de L et de L/. Soient donc k le nombre des va- 
riations contenues dans la suite des fonctions (1), pour 
x =— ©; k’lenombre des variations de la même suite 
pour x = + , le nombre des racines réelles de l’équa- 
tion V — osera 4 — #!. 

S1 l’on veut avoir séparément le nombre des racines 
positives et celui des racines négatives, 1l faudra en outre 
substituer zéro à x dans la suite (1), ce qui réduira cha- 
cune des fonctions à son dernier terme; soit £, le nombre 
des variations de la suite (1) pour x = 0, l'équation pro- 
posée aura #, — À’ racines positives et # — k, racines 
négatives. 


157 Supposons maintenant que l’on veuille connaître 
les conditions qui doivent être remplies pour que l’équa- 
tion V = o, du degré m, ait ses m racines réelles et iné- 
gales. IL faut et il suffit, pour qu’il en soit ainsi, que la 
suite des fonctions (x) perde m variations quand x croît 
de — à + ; cela exige d’abord que cette suite ait au 

, 8 q 
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moins m2 + 1 termes; or elle ne peut en avoir davan- 
tage : donc le nombre w est égal à m, et les fonctions (1) 
sont respectivement des degrés 


mi, Peux, M Laon à E, CO. 


En outre la suite des signes des 7 +1 fonctions (+) 
doit renfermer m variations pour x =— , et elle n’en 
doit plus offrir aucune pour x= + ; il est évident que 
cela revient à dire que le coefficient du premier terme, 
dans chacune des fonctions (1) doit être positif. 

On peut énoncer, d’après cela, la proposition suivante : 


Pour qu'une équation du degré m ait ses m racines 
réelles et inégales, il faut et il suffit que la suite formée 
conformément à l'énoncé du théorème de Sturm se com- 
pose de m+x fonctions, et que, dans chacune de ces 
fonctions, le coefficient du premier terme soit positif. 


Comme, dans les deux premières des fonctions dont 
nous venons de parler, le coefficient du premier terme est 
toujours positif, la proposition précédente indique seule- 
ment »#2—1 conditions pour la réalité de toutes les ra- 
cines. Mais il se peut que ces conditions rentrent les unes 
dans les autres; le nombre 72—1 ne doit donc être re- 
gardé que comme une limite supérieure. 

ExemPpLe.— Prenons pour exemple l’équation du troi- 
sième degré 

LŸ + pX + 10: 
pour éviter les dénominateurs, dans les deux divisions 
que nous avons à exécuter, je multiplie les dividendes 
respectivement par 3 et 4p?; on a alors 
V=r+prx+g, où 3x +3px +3q, 
Va amet ou 12p°x? + 4pÿ, 
Vs — 2px — 3q, 


Vs=— pi — 279. 


it 
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Les conditions de réalité des trois racines sont donc 
—p>0, —4p— 274 >; 


maisla première condition est comprise dans la seconde ; 
celle-ci peut s’écrire 


4p° +27q<0; 


c’est la même que nous avons déjà obtenue par une autre 
voie, au n° 125. 


Extension de la méthode de Sturm. 


132. Les fonctions dont le théorème de Sturm prescrit 
l'emploi peuvent être quelquefois suppléées, ainsique l’a 
remarqué l’illustre auteur, par d’autres fonctions qui 
remplissent le même objet. 

Soient 


(1) VÉRNEMMEen Ve 


d +1 fonctions entières d’une variable + qui satisfont 
aux conditions suivantes : 

1° Que la dernière fonction V, ne change pas de 
sisne quand x varie entre deux limites données « et 
Cum; 

2° Que deux fonctions consécutives ne puissent s’an- 
nuler pour une méme valeur de x comprise entre « 
et 6; 

3° Que si une fonction autre que la première s'an- 
nule pour une valeur de x comprise entre « et 6, les 
deux fonctions qui la comprennent aient alors des wva- 
leurs de ‘signes contraires ; 


V ; | 
A Que le rapport Y. passe toujours du négalif au 
1 


positif chaque fois qu'il s'annule, quand x croît de « 
\ 


à 6. 
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Ilest évident que ces conditions sont les seules que 
nous ayons fait intervenir dans la démonstration du 
n° 127; on peut donc affirmer que, dans notre hypo- 
thèse, le nombre des racines réelles de l'équation V = 0 
comprises entre & et6 est égal au nombre des variations 
perdues par la suite (1) dans le passage de x —=a"à 
DES, 

Supposons que la dernière des quatre conditions que 
nous venons de mentionner soit remplacée par la condi- 


: , V 
tuon contraire, Savoir : que le rapport Y. passe toujours 
1 


du positif au négatif en s'annulant, quand x croit de « 
à 6. Les trois premières conditions étant maintenues, 1l 
est evident que le nombre desracines réelles de l’équation 
V = o compris entre & et 6 sera égal au nombre des 
variations gagnées par la suite (1), quand x croît de « à 6. 

C’est uniquement pour fixer les idées que nous avons 
supposé 6 ©>>2; les mêmes choses ont lieu dans le cas de 
6<T a, seulement les variations perdues deviennent des 
variations gagneées, et inversement. 


133. Supposons maintenant que les trois premières 
des quatre conditions précédentes existent seules, et que 
l’on ait constaté chez la suite (1) une perte ou un gain 
de À variations dans le passage de x=xàx—6, « et 6 
étant des quantités quelconques données. Il est évident 
que, si l’on fait varier x dans le même sens, depuis x=« 
jusqu'à x — 6, le nombre des variations de la suite (1) 
ne pourra être modifié qu'à l'instant où x atteindra et 
dépassera une valeur qui annule la première fonetion V. 
Donc la perte ou le gain de Æ variations ne peut avoir lieu 
que si équation V = o à au moins k racines réelles entre 
a et 6. 

En outre, si l’on désigne par À l'excès du nombre de 


| 
| 
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À V ; : 
fois que le rapport Te en s’évanouissant et en changeant 
1 


de signe, passe du positif au négatif, sur le nombre de fois 
que le même rapport, en s’évanouissant et en changeant 
de signe, passe du négatif au positif, on aura nécessaire- 
ment 
A 

le signe + ayant lieu dans le cas où la suite (1) gagne À 
variations quand on passe de x = 4 à x —6, et le signe — 
dans le cas où la même suite perd Æ variations. 

Désignons aussi par À’l’excès du nombre de fois que 


V; ? . , , 
le rapport s’annule en passant du positif au négatif sur 


le nombre de fois que le même rapport s’annule en passant 
du négatif au positif, quand x varie de & à 6. Comme 
Vet V, sont, par hypothèse, de signes contraires, chaque 


- V V 
fois que V, s’annule, les deux rapports “ et passent, 
2 


l’un du positif au négatif, l’autre du négatif au positif ; 
si donc on représente par #’le nombre des variations 
gagnées ou perdues par la suite 


(2) Ve Vans \F 


dans le passage de x = x à x —6, on aura, comme plus 
haut, 
7 
Comparons maintenant les nombres et 4’. La suite (2) 
se déduit de la suite (1) en supprimant dans celle-ci le 


: . V 
premier terme; donc, si le rapport ve le même signe 
1 
pour æ — « et pour x —6, on aura k—Kk et, par 
suite, 
A'—- 4; 


. V . 
2) D n a dd eo 
si LA a le signe + pour x= x et le signe — pour x — 6, 
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on aura = + 1, le signe supérieur ayant lieu quand il 
y a gain de variations dans le passage de x=aàx=6 
et inférieur dans le cas contraire ; on a donc 


ANNEE 


PAL, ; : 

enfin, si LS le signe — pour x =«, et le signe + pour 
1 

x — 6, on a encore  —k +1; mais ici le signe supé- 

rieur a lieu dans le cas d’une perte de variations, et le 

signe inférieur dans le cas contraire; ilen résulte que 


A'— — À —1. 
Ainsi, en résumé, l'excès AÀ'est égal à — À, à —A +: 


« . . V A 
ou à — À —1; le premier cas a lieu quand FA le même 
1 


signe pour x — à et pour x —6; le deuxième cas, quand 
le même rapport est positif pour x = « et négatif pour 


"A FAdS iv RER 
x = 6; le troisième cas, enfin, quand est négatif pour 
1 


x = « et positif pour x = 6. On trouvera plus loin une 
application importante de ce résultat. 

Si le nombre k est égal au degré m de la fonction V, 
l'équation V = o a toutes ses racmes réelles; en outre, 
quand.x croît constamment ou décroît constamment de & 


V ‘ "1 
à 6, le rapport v> chaque fois qu'il s’annule, passe tou- 
1 


jours du positif au négatif, ou toujours du négatif au po- 
silif. Il suit de là que le raisonnement dont nous avons 
fait usage (n°123) pour établir le théorème de Rolle 
est applicable à la fonction V,, comme si.cette fonction 
était la dérivée de V ; en conséquence, deux racines de l’é- 
quation V = o comprennent nécessairement une racine 
de l'équation V,=o. Si cette dernière équation est du 
degré m—1, elle aura toutes ses racines réelles, et ces ra- 
cines sépareront celles de l'équation V = o. 
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134. Pour bien faire sentir l'importance des consi- 
dérations qui précèdent, je les appliquerai à un exemple 
remarquable, celui de la fonction dont nous nous 
sommes déjà occupé au n° 124 et que nous avons repré- 
sentée par X». 

Cette fonction X, est la niè"° dérivée de la fonction 


(a?— 1} 


SAVENT Se PA 
112, MIA SEAT 








ou 
TL j ÊSE na nin—1)...(r—/#+i1) it 
D 1:27 | I TA 

on a donc 

MS 2n(2r—r).(r tn) 0 


00 7 


ME =) era f At QE Para f) 


AVE 
(2.4...24)[2.4...(on—2#)] 
Le polynôme X, est du degré 7; il ne renferme que des 
puissances de x de même parité et 1l n’a que des varia- 
tions. Dans le cas de 7 —1,1l se réduit à un seul terme, 


savoir 
(1) SUENES 
pourz—2,0ona 
4 I 
2, ME — x — —. 
( ) ES si 53, 
Si, dans l'expression de X,, on change 7 en nr —0, ïl 
viendra 
x — (2r— 4)...(2— 71) PTT ET 
Ka 2.4.6...(272 —/) 


DU Cr rats). ue 
A Born rate ol ee 
S.— Alg. sup., I. # 
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et l’on vérifie très-facilement que la somme 
nXn+(r—1)Xh 


est égale au produit de la fonction X,_, par (27—1)x: 
on a donc 


(3) nXn—{(2an—1)xXy+(r—1)Xy 2 = 0. 


Cette formule servira à définir X, en y faisant 7 — 2 et 
en substituant les valeurs de X, et X: écrites plus haut; 
on trouve ainsi 


(4 ) Xo ile 
Cela posé, considérons la suite des fonctions 
(5) X»: DT Lune: CAO) X4, X); 


la dernière de ces fonctions est constante; et, d’après la 
formule (3), deux fonctions consécutives ne peuvent être 
nulles pour une même valeur de x; car, si elles s’éva- 
nouissaient, la dernière fonction X, serait nulle, ce qui 
n’a pas lieu; en outre, quand l’une des fonctions X, autre 
que la première, s'annule, les fonctions qui la compren- 
nent sont de signes contraires, d’après la formule (3). 
Enfin cette même formule (3), jointe aux formules (1) 
et (2), montre que l’on a 


Xhy—=(—1)" pour r——1, 
X, = +1 pour æ—+1; 
donc, quand on fait croître x de —1 à +1, la suite (5) 
perd n variations, d’où l’on peut conclure que : 
1° L'équation X, — 0 a ses 7 racines réelles, inégales 
et comprises entre —1 et +1; 
2° Les racines de l’équation X,_,— 0 séparent celles 
de i’équation X,—0; 
3° Sixet6 >a sont deux nombres compris entre —1 


SECTION I. —— CHAPITRE VI, 291 


et+1, le nombre des varialions de l’équation X, — 0 
comprises entre æ et 6 sera égal au nombre des variations 
perdues par la suite (5), dans le passage de x — x à 
=" 
On serait arrivé aux mêmes résultats en considérant 
au lieu des fonctions (5), la suite 


(6) ét de de, LD) 


formée par la fonction X, etses dérivées successives. On 
a effectivement les relations suivantes, qu’il est facile de 
vérifier au moyen de l'expression de X, écrite plus 
haut : 


(D) (—a)X—ozX,+r(r+1)X,= 0 


er 
(at) X8 ou 1)rX 8) 


NP ETES SES 

On voit, par ces relations, que, dans la suite (6), deux 
fonctions consécutives ne peuvent pas s’annuler en même 
temps, et que, si l’une d’elles s’évanouit pour une valeur 
de x comprise entre —1 et +1, la fonction qui précède 
et celle qui suit ont des valeurs de signes contraires. Ces 
mêmes relations montrent que, pour x=—1,la suite (6) 
n'offre que des variations, tandis qu’elle n’a que des per- 
manences pour Æ— +1; on peut donc tirer les mêmes 
conséquences que nous avons formulées plus haut. Cette 
conclusion s'accorde avec la proposition du n° 119, 
puisque l'équation X,—= o a toutes ses racines réelles. 


135. On peut encore démontrer très-simplement, par 
la méthode de Sturm, la réalité des racines des équations 
en x que nous avons obtenues dans le Chapitre précédent 
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! + R I 
en appliquant la transformation z + - —zx aux deux 
Z 


équations 


Lio, 2H LE... +3 + z+HI1== 0. 


Application de la méthode de Sturm à la détermina- 
ion du nombre qui exprime combien une équation 
quelconque a de racines réelles ou imaginaires dans 
l’intérieur d'un contour donne. 


136. Soit f(z) = P + iQ une fonction entière de la 
variable imaginaire z = x +iy, dans laquelle les coef- 
ficients sont des quantités quelconques données réelles ou 
imaginaires ; : désigne, comme à l'ordinaire, l’imaginaire 
ÿ—1, Pet Q sont des fonctions réelles des variables 
réelles x et y. 

Pour connaître le nombre y des racines de l’équation 


f\z) 0, 
comprise dans un contour donné, il suffit, d’après le 


théorème de Cauchy {n° 55), de chercher l'excès À re- 
lauf à ce contour; on a effectivement 


A9, 


si l’on suppose qu'il n’y ait aucun point racine sur le 
contour lui-même. Rappelons encore que si, partant d’un 
point quelconque, on décrit le contour donné, comme 
il a été indiqué au n° 55, le nombre À est égal à 
\ . P 4 
l'excès du nombre de fois que le rapport 5’ en s’éva- 
nouissant et en changeant de signe, passe du positif au 
négatif, sur le nombre de fois que le même rapport, en 


s'évanouissant et en changeant de signe, passe du né- 
gatif au positif. 


Ne 


e 
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Quel que soit le contour donné, on peut le partager 
en plusieurs parties telles que AB, et il est évident que 


l'excès À relatif au contour total sera égal à la somme 


des excès qui se rapportent aux diverses parties dans 
lesquelles ce contour a été divisé. 





Si les coordonnées x ety, pour la portion AB du con- 
tour donné, sont exprimables par des fonctions ration- 
nelles d’une variable t, en sorte que l’on ait 
(e) ÿ(e) 


NON AMEUT 


6 


LR 








p, P, db, Ÿ étant des fonctions entières, on pourra déter- 
miner l'excès positif ou négatif À qui se rapporte à la 
porüuon de contour AB par une règle très-simple que 
Sturm a fait connaitre (1). Soient £o la valeur de £ qui 
se rapporte au point À et © celle qui est relative au 
point B. Quand on décrit l’are AB en marchant de A 
vers B, la variable £ a ainsi la valeur initiale t, et la va- 
leur finale T; mais dans l’intervalle elle peut varier d’une 
manière quelconque et repasser plusieurs fois par les 
mêmes valeurs. Remplaçons x et y par leurs valeurs 


’ P ; ; 
fonctions de t, le rapport Q deviendra une fonction ra- 
tionnelle de t, et l’on aura 


POLY 


CEE 





(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1*€ série, t. L 
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V et V, désignant des fonctions entières de £, sans divi- 
seur commun. Cela posé, voici en quoi consiste la règle 
de Sturm : 


Si le degré de V n'est pas inférieur au degré de V;, 
on divisera V par V,, et l’on poussera l'opération jusqu'à 
ce que l’on obtienne un reste — V, de degré inférieur 
au degré de V,; on divisera pareillement V, par V;, ce 
qui donnera un reste — V;,; on divisera encore V, par 
V;,et l’on continuera lamémesérie d'opérations jusqu'à 
ce que l’on arrive à un dernier reste — V, indépen- 
dant de t. On obtiendra ainsi la suite de fonctions 


LÉ TA ET Vos Vi: 


on comptera le nombre des variations que présente la 
suite des signes de ces fonctions pour t = T, ainsi que 
le nombre des variations qu'elle présente pour t = ts; 
l'excès du premier nombre sur le second sera précisé- 
ment l'excès cherche À. 

Si Le degré de V est inférieur au degré de V,, on opé- 
rera de la méme manière; seulement, dans la première 
division, on prendra V, pour dividende et V pour divi- 
seur ; on obliendra ainsi la suite 


V,, V, V,, Vz, +) di 


on comptera le nombre des variations de cette suite 
pour t= T, ainsi que le nombre de ses variations pour 
1— to, et si l’on désigne par k l’excès du premier nom- 
bre sur le second, on aura A = —k, ou A—=— KP", 
ou A——kK—1, savoir : 1° A——k, quand les 
termes V,, V offrent unè variation où une permanence 
pour t=t, ainsi que pour t="T; 22A=——k+1, quand 
les termes V,, V offrent urle permanence pour t =to 
et une variation pour t = T; 3° enfin A=—k—1, 
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quand les termes V,, V offrent une variation pour 
t— to, el une permanence pour t — Le 


Cette proposition devient évidente après les dévelop- 
pements que nous avons présentés au n° 133. 


437. Si le contour que l’on considère est une circon- 
férence de rayon R dont le centre soit placé au point 
qui a æo et y, pour coordonnées, on pourra faire 


1— À ANRT ot 
7 270 1+é 





T=tr +R 





3 


et, pour décrire la circonférence entière en marchant 
toujours dans le même sens, 1l suffira de faire croître £ 
de — © à +. 

Le cas le plus simple est celui où le contour donné 
est un rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes 
coordonnés; on cherche alors séparément la valeur de 
l'excès À qui se rapporte à chaque côté. Dans ce cas, 
l'une des coordonnées x, y est constante, et le rapport 


P ; ; 7 
— estune fonction rationnelle de la deuxième coordonnée; 


Q 
on peut donc prendre celle-ci pour la variable 4 que nous 
avons introduite. 


Soit le rectangle ABDC, et supposons que l’on ait res- 





pectivement 
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pour les côtés parallèles CD et AB, 
FY=To et Y=Ÿ 
pour les côtés CA et DB. Représentons par 
(au + dbo) (+ dy) 2 as + db) (e + gp, 


le premier membre de l’équation proposée. On peut tou- 
jours ramener le coefficient du premier terme à l’unité ou 
à 1; mais nous ne ferons point cette simplification et nous 
supposerons que &, ne soit pas nul quand 7» est pair et 
que D, ne le soit pas quand m est impair. Cela posé, la 
fonction P étant ordonnée par rapport aux puissances 
décroissantes de y, son premier terme sera  a,y”* dans 
le cas de m pair, et il sera + D, y” dans le cas de m 1m- 
par. Donc, si l’on attribue à y une valeur positive ou 
négative déterminée, dont le module soit suffisamment 


P 
grand, le rapport Gi s’annulera pour aucune valeur de 


x comprise entre x et X.; en conséquence, si l’on sup- 
pose Yo—= —, YŸ — +, l'excès relatif à chacune des 
portions CA, BD du contour sera nul. D'ailleurs, l'excès 
relatif au côté DC est égal et de signe contraire à l'excès 
qui se rapporte au même côté CD changé de sens, et, 
en conséquence, on a la proposition suivante : 


Soient z une variable unaginaire X+T ne 


F(al= ete) ib(e, r) 


une fonction entière de z. Soit k, l'excès du nombre de 
Lg; ; 

fois que le rapport sur s'annule en passant du po- 
: Lo, 

sitif au négatif sur le nombre de fois que le méme rap- 
port s'annule en passant du négatif au positif, quand 
y varie de — © à + ; soit aussi K la quantité ana- 
p(X.y) 
Y(X,7) 


logue relative au rapport » et désignons par pr le 


SECTION I. —— CHAPITRE VI: 297 


nombre des racines de l'équation f(z) = o comprises 
entre les deux parallèles qui répondent à x = %, 
CAP ON aura 

RUES 

GE ago de 

Il est presque superflu d'ajouter qu’on peut déterminer 
d’une manière semblable le nombre des racines comprises 
entre deux parallèles à l’axe des x. 


Premières recherches sur la séparation des racines 
reelles des équations numeriques. Emploi du théorème 
de Sturm. 


138. Une équation, dans laquelle quelques-uns des 
coefficients sontimaginaires, peut être mise sous la forme 
p(x)+id(x) =o, p(x) et V(x) étant des polynômes 
à coefficients réels, et les racines réelles doivent évidem- 
ment satisfaire aux deux équations o(x) = 0,%(x)=—o, 
ou à l'équation obtenue en égalant à zéro le plus grand 
commun diviseur de ces polynômes ; il en résulte que la 
recherche dont nous avons à nous occuper doit être 
bornée aux équations à coefficients réels. En outre, il 
n'y a évidemment lieu de considérer que les équations 
qui n’ont pas de racines égales. 

La première idée qui se présente pour séparer les ra- 
cines d’une équation f(x)=— 0, d'un degré quelconque m, 
et qui n’a pas de racines égales, est de déterminer (n° 112) 
deux limites et LT /, entre lesquelles les racines réelles 
soient toutes comprises, et de substituer à x dans le po- 
lynôme f(x) une suite de nombres croissants 


(1) l, li. L, OC) ls 


commençant à la limite inférieure / et se terminant à un 
termé /, égal ou supérieur à L. Deux termes consécutifs 
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de cette suite, s'ils fournissent des résultats de signes 
contraires, comprendront entre eux au moins une racine 
(n° 115); mais, si ces résultats sont de même signe, on 
ne pourra plus rien conclure en général. Toutefois, la 
séparation des racines sera entièrement effectuée, s’il 
arrive que le nombre des intervalles dans chacun des- 
quels les substitutions indiquent l'existence d’une ra- 
cine soit égal au degré m de l’équation; la même chose 
aura lieu aussi si, le nombre y de ces intervalles étant 
inférieur à m, on a constaté, par le théorème de Descartes 
ou autrement, que l’équation ne peut avoir plus de pm 
racines réelles. 

Mais le procédé dont il est question prendra le carac- 
tère d’une méthode générale conduisant infailliblement, 
dans tous les cas, à la séparation des racines réelles, si 
nous y ajoutons une règle pour former la suite (1) de 
telle manière que deux termes consécutifs ne puissent 
comprendre plus d’une racine. Or il est évident qu’on 
réalisera cette condition en faisant coïncider la suite (1) 
avec une progression par différence 


(2) Ll+h, l+2k, ..., 1l+nk, 


dans laquelle la différence À soit inférieure à la diffé- 
rence de deux racines réelles quelconques de l’équation 
f(x) = 0; tout est donc ramené à déterminer cette quan- 
tité 2. On y arrive par le moyen de l'équation aux 
carrés des différences (n° 97) des racines de l’équation 
f(x) = 0. Supposons que l’on ait calculé cette équa- 


s l ; , mÎm—1) 
tion, qui est, comme on sait, du degré ———— ; et que 
2 


l’on ait déterminé une limite inférieure À de ses racines 
positives. La différence de deux racines quelconques de 


la proposée sera supérieure à y}, et, en conséquence, il 
suffira de prendre pour À une quantité positive égale ou 
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inférieure à VA. La différence L ainsi déterminée peut 
être un nombre inférieur à 1, et l’on doit chercher à 
éviter les substitutions de nombres fractionnaires; on y 
parviendra au moyen de la transformation x = hx' qui 
sert à diviser par À la racine de la proposée. En faisant 


cette transformation et en choisissant / de manière que 


l o L2 A! L 
x Soit un nombre entier, on n’aura à substituer que des 
è 


nombres entiers dans l’équation en x". 


139. La méthode que nous venons d'exposer est com- 
munément attribuée à Lagrange, mais il est juste de dire, 
et l’illustre géomètre le reconnaît lui-même, que Wa- 
ring avait indiqué antérieurement, dans ses Miscellanea, 
l'usage de l'équation aux carrés des différences pour la 
séparation des racines. Cette méthode fait connaître d’une 
manière certaine le nombre des racines réelles, en même 
temps qu’elle opère leur séparation; mais on aperçoit 
sans peine combien l'application en est laborieuse, en 
considérant d’une part le grand nombre de substitutions 
que l’on peut avoir à effectuer, et d’autre part la lon- 
gueur du calcul nécessaire pour former l’équation aux 
carrés des différences. Cependant Cauchy a montré qu’on 
peut éviter ce dernier calcul, et que, pour être en mesure 
d’assigner une valeur de la quantité L, il suffit de con- 
naître le dernier terme de l'équation aux carrés des diffé- 
rences, lequel peut être calculé séparément par diverses 
méthodes dont on trouvera le développement dans la 
Section II de cet Ouvrage. En effet, soient a, b, c, ..., 

f, gles m racines de l’équation f(x)=o; le dernier 
terme de l’équation aux carrés des différences sera égal, 
abstraction faite du signe, à l’expression 


V—(a— ba ef, (a— gt... (/—gh. 


Cette valeur de V étant supposée connue, soit son mo- 


300 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


dule, en sorte que » = Æ V; désignons aussi par p une 
limite supérieure des modules des racines de l’équation 
proposée (n° 46). Les modules des différences 


A—C, ..., A—g, ..., f—$g 


seront inférieurs à 2p (n° 39); si donc on suppose que 
les racines a et b soient réelles, l’égalité précédente don- 
nera 


o 
( 2, p VAS )—2 ? 


p<T(a— db} (2p}r0m1)2, d'où (a—8}> 
si donc on prend 


NE PRE ON EN à 


LASER ? 
(2p) 


e — 1 
la quantité h sera certainement plus petite que la diffé- 
rence de deux racines réelles quelconques. On verra 

ans la Section ue, si le coefficient du premier term 

d la Section IT que, si 1 ffi tdu p t e 
de l'équation proposée est égal à r et que les autres coef- 
ficients soient des nombres entiers, la quantité V est tou- 
jours un nombre entier ; on pourra donc, dans ce cas, se 
dispenser de calculer , et l’on prendra 


h— ou ANA ES) 


m(m—1) Lie 
(26) 


2 
Ce perfectionnement, apporté par Cauchy, a sans doute 
de l'importance, mais 1l ne fait pourtant disparaître 
qu’une partie des inconvénients de la méthode. 


140. Nous ne pouvons nous dispenser d'indiquer ici 
l'usage de l'équation aux carrés des différences pour 
former les conditions de réalité de toutes les racines de 
l'équation proposée f(x) = o. Si cette dernière équa- 
tion a toutes ses racines réelles, 1l est évident que toutes 
les racines de l’équation aux carrés des différences seront 


A? 
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réelles et positives ; donc cette équation sera complète et 
elle n’offrira que des variations. Si au contraire l’équa- 
tion f(x) = 0 n’a pas toutes ses racines réelles, soient 
æ +16 deux racines imaginaires conjuguées, l’équation 
aux carrés des différences admettra la racine négative 
— 46? et, si elle est complète, elle offrira nécessairement 
quelques permanences, d’après le théorème de Descartes. 
Donc : 


Pour qu'une équation ait toutes ses racines réelles, il 
faut et il suffit que l'équation aux cartes des différences 
soit complète et ne présente que des variations. 


m(m—1) 


e théorème nne ainsi conditions, mais 
Ce théorème donne ains ditions, 


quelques-unes de ces conditions devront être satisfaites 
d’elles-mêmes ou rentreront dans les autres, car on a 
vu au n° 131 que le nombre total des conditions dis- 
tinctes ne peut pas surpasser 77 —1. 


141. Plusieurs géomètres, après Lagrange, ont cherché 
à éviter l'emploi de l’équation aux carrés des différences; 
mais nous n'avons à signaler aucun résultat essentiel, 
jusqu’à la découverte du théorème de Budan. Ce théorème 
a une grande importance dans la théorie des équations, 
et il permet d'effectuer très-simplement, dans la plupart 
des cas, la séparation des racines. Mais, avant de déve- 
lopper cette application importante du théorème de 
Budan, je dois parler de la méthode si remarquable 
qui nous est donnée par le théorème de Sturm, et qui 
résout de la manière la plus complète et la plus élégante 
le problème que nous avons en vue. Effectivement, quand 
on aura formé les fonctions dont ce théorème indique 
l'usage, on substituera à l’inconnue une suite de nom- 


bres croissants 
CAN ES UC EAN E 
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et le théorème fera connaître combien il y a de racines 
dans l'intervalle que forment entre eux deux termes con- 
sécutifs de cette suite. S'il y a une seule racine dans l’un 
des intervalles, cette racine sera séparée; si, au con- 
traire, il y a plusieurs racines, on substituera des nom- 
bres intermédiaires, et l’on arrivera infailliblement ainsi 
à achever la séparation. Il est à peine nécessaire d’ajou- 
ter qu'on devra prendre pour termes extrêmes de la 
suite précédente deux nombres au delà desquels 1l n'y 
ait plus de racines réelles. 

Les nombres à substituer peuvent être pris arbitraï- 
rement; mais dans les applications il conviendra en gé- 
néral de choisir d’abord les nombres 


5e —100, —"10, Fr, 06) FI; +10, 100 


dont la substitution se fera sans difficulté. Si les substi- 
tutions indiquent l’existence d’une ou de plusieurs ra- 
cines dans un intervalle, entre 1 et 10 par exemple, on 
substituera les nombres 2, 3, ... jusqu’à 9, ce qui don- 
nera la partie entière des racines comprises entre 1 et 10. 
S'il y a plusieurs racines dans l’un de ces nouveaux in- 
tervalles, par exemple entre 3 et 4, on substituera les 
nombres 3, 1; 3, 2, ..., et ainsi de suite. 

On voit que ce procédé donne non-seulement la sépa- 
ration des racines, ce qui est l’objet que nous nous pro- 
posons, mais qu'il permet à la rigueur de calculer chaque 
racine avec un degré d’approximation quelconque. 

Il importe de remarquer le cas où l’on sait d'avance 
que toutes les racines de l'équation proposée sont réelles. 
Dans ce cas, on peut se dispenser d'employer le théorème 
de Sturm, ou plutôt on appliquera ce théorème, en pre- 
nant pour suite de fonctions, conformément à la proposi- 
tion du n° 119, celle qui est formée du premier membre 
de l'équation proposée et de ses dérivées successives. 
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142. Exewece |. — Supposons qu'on demande de sé- 
parer les racines de l'équation 


a+ — hat— fx +10. 


En supprimant certains facteurs numériques positifs, 
l'application du théorème de Sturm donnera les fonc- 
tions suivantes : 


V —xt+as— fr — x +1, 
Vi—4x + 3x — 8x — 4, 
Mot 
NEO) 

VAT: 


ces fonctions sont au nombre de cinq, et leurs premiers 
termes sont positifs : donc l'équation proposée a ses quatre 
racines réelles. Les règles des n°% 113 et 114 indiquent 
que les racines sont toutes comprises entre —2 et + 2, 
ce qui s’accorde avec les résultats des substitutions, 

La substitution des nombres 


na ee LS Os FA =. 25 


dans la suite des fonctions V, donne les résultats suivants: 























br V \'é \a Ve V, 
_— 9 + — + — +- 
| re ar — + + 

oO | + — — + + 
+ 1 — — + + 
+2 | + + - | + + 


Il y a deux variations perdues dans le passage dé 2 à 
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— 1,une dans le passage de o à r et une dans le passage 
de 1 à 2; l'équation proposée a donc deux racines entre 
— 2 et — 1, une racine entre o et 1 et une autre 1 et 2. 
Il reste à séparer les deux racines comprises entre —1 
et — 2. Or, d’après le tableau précédent, on voit que la 


première des fonctions V est positive pour x = —», 
ainsi que pour x = — 1, et l’on trouve qu'elle est néga- 
tive pour x = — —; donc les deux racines négatives sont 
2 

comprises, l’une entre —1 et — 1,5, l’autre entre — 1,5 
et PE à D 

Exempt1e Il. — Prenons pour deuxième exemple l’é- 
quation 


Ha a — + —r+I—=0; 


on trouve, dans ce cas, 


Va tas — rt L'or br, 
Vi—=6zr hr — A — 3x? + 2x — 1, 
Varie" + if rs — 27 x? + 32x — 35, 
V3 — — 7927° + 20527? — 20567 + 127, 


V, = — 5180552 x? + 4923200 x + 10048623. 


On reconnaît, par la méthode du n° 114, que l’équation 
proposée ne peut avoir de racines réelles en dehors des 
limites — 0,6 et + 1. Or l’équation V,— 0 a ses deux 
racines réelles, mais l’une d'elles est comprise entre —1 
et — 0,6, l’autre entre +1 et + 2; donc il est inutile, 
pour notre objet, de calculer V; et V,. La suite des signes 
des fonctions 


V, Vas Ve; Va, V, 


est, pour x = — 0,6, 


+ — + + + 
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et, pour æ = +1, cette suite devient 
+ OH + — +; 


il y a, dans les deux cas, deux variations; donc léqua- 
tion proposée n’a point de racines réelles. 


Méthode de Fourier pour la séparation des racines. 


143. La méthode de Sturm ne laisse rien à désirer 
sous le rapport de la perfection théorique ; malheureuse- 
ment le calcul des foncuons dont cette méthode exige 
l’emploi peut devenir très-pénible, même dans des cas fort 
simples ; ainsi, dans le second des exemples que nous ve- 
nons de présenter, le nombre constant V, qui terminerait 
la suite complète des fonctions n’a pas moins de quarante- 
quatre chiffres. Aussi estl plus avantageux, dans un 
grand nombre de cas, de se borner à l'emploi du théo- 
rème de Budan. Ainsi que nous l’avons dit déjà, Fourier 
avait trouvé de son côté ce théorème, et il a montré dans 
son Analyse des equations comment on peut en üurer 
parti pour effectuer la séparation des racines réelles d’une 
équation, et obtenir en même temps le nombre exact 
de ces racines. Nous allons indiquer 1c1 cette méthode de 
Fourier; mais, afin d'apporter plus de clarté dans notre 
exposition, nous commencerons par établir une propo- 
sition dont nous aurons à faire usage. 


Lemme. — Soient f(x) une fonction entière de la 
variablex et f'(x), f" (x) les deux premières dérivées 
de f(x). Si l'on fait croïtre x entre deux limites x, 
et X qui ne comprennent aucune racine de l'équation 

: fix) 


l{x)\—0o, la fonction ox) = x 2 = "2 croitra tant 
. ? ‘ Î ) “ | 


D, 
| 





4 


Le 
que f(x) et f(x) seront de méme signe, et elle de- 


S., Alg. sup. — IL. 20 
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croitra tant que f(x) et HT) seront de signes con- 


tr'aur'es. 


On a effectivement 





ple)=r LE, 
pr fir)+uf'(r)+... 
ne 


etr+u)— (x) _flæ)f'(r)+e 


u hi) Fr) +n k 


e et n désignant des quantités qui s’évanouissent avec u; 
il résulte de là que, si 2 désigne une quantité positive 
dont le module soit suffisamment petit, la quantité 


pr +u)—e(xr) 


aura le signe de RE ousle signe des frite) 


pour toutes les valeurs de w comprises entre — h et + h, 
pourvu que f(x) ne soit pas nulle. En conséquence, si 
x croît de x, à X et que ces limites ne comprennent au- 
cune racine de l'équation f(x) = 0, la fonction #(x) 
croîtra ou décroîtra suivant que f(x) et f”{x) seront 
de même signe ou de signes contraires, ce qui est la pro- 
position énoncée. 


Conozzaire LE — Si l'équation f(x) —0o a deux 
racines réelles comprises entre les limites «a et 6% a, 
mais qu'elle n'en ait pas un plus grand nombre; si, en 
outre, l'équation f(x) = 0 n'a aucune racine entre Les 
mémes limites, on aura 


f(8) la) 
ARE RE) OR 








| 
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En effet, soient x’et x”>=> x'les racines de f(x) — 0 
comprises entre «& et £; comme f(x) ne peut changer 
de signe, quand x varie entre ces limites, la fonction 
f' (x) est constamment croissante ou constamment dé- 
croissante, et il en résulte que l'équation f’(x) = 0 ne 
peut avoir qu'une seule racine entre x et 6 ; d’ailleurs cette 
racine existe d’après le théorème de Rolle, et elle est com- 
prise entre x’ et x”. D'après la proposition du n° 120, 

fix). f(x) 
les rapports HER FC) 
a à x”, tandis qu'ils sont positifs quand x croît de x” à 6; 
donc, dans l’un et l’autre cas, f(x) et f”(x) sont de 
même signe, et, par conséquent, la fonction 


AT Er PAG 
p(r)=7x Ze) 





sont négatifs quand x croît de 


est croissante. On a donc 


p(a)<y(zx'), p(x")<y(8). 


D'ailleurs on a 








ARNO AT AE A PF 
d’où | 
pie) <p(x); 
donc, à plus forte raison, 
pla) (6) 
ou 
ONE DE EN 
RENAN É 


ce qui est le résultat annoncé. 


Corozzaire Il. — 91 l'équation f'(x) — 0 à une ra- 
cine x, entre æ et 6 >, et que les équations f(x) = 0, 
f'(x)= 0 n'aient aucune racine entre ces limites; st, 
en outre, les fonctions f (x), f"(x) sont de méme signe, 
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pour les valeurs de x comprises entre « et 6, l'inégalité 


F{6) Fe) 


RPM 


pourra avoir lieu, mais elle cessera nécessairement de 





T6 — a 


subsister si l’on augmente & ou que l’on diminue 6 
d'une quantité convenable. 


D'après notre hypothèse, la fonction (x) croît quand 
x augmente de & à x, ou de x, à 6. Il s'ensuit que, si l'on 
fait décroître x de 6 à x,, la fonction 


pla) — (x) 
croîtra depuis la valeur initiale o(æ«)—+(6) jusqu’à 
+ & . Pareillement, si l’on fait croître x de & à x,, la 
fonction 

piæ) — 9 (6) 
croîtra aussi depuis 9(4)—%(6) jusqu’à + « . Si donc 
a" et 6’ désignent des valeurs comprises entre & et x, 
x, et6 respectivement et suffisamment approchés de x, 
on aura 


pla) —9(68)>o, pla) —#(8)>0, 


c'est-à-dire 











HENMUTIANNE 
F6 Fat ? 
ACRPAGI R 
JA6) Fa 


144. Cela posé, soit f(x) — 0 une équation donnée 
du degré mn, et considérons la suite 


(1) 14 RIT MES ee LT EN TRES 


formée par la fonction f(x) et ses dérivées successives. 
Pour effectuer la séparation des racines, on procédera de 
la même manière que par la méthode de Sturm, et l’on 
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substituera à x, comme nous l’avons indiqué au n° 141, 
une suite de nombres croissants 


&s 6, »E AC w 


compris entre les limites des racines. 

S1, dans le passage x — à à x — 6, la suite des signes 
des fonctions (1) ne perd aucune variation, l'équation 
f(x)=0 n'aura aucune racineréelle comprise entre & et6. 
S'il ya une seule variation perdue, l'équation f(x) = 0 
aura une seule racine entre & et 6, et cette racine sera 
séparée. 

S'il y a deux variations perdues en passant de x = « 
à x = 6, il peut arriver que l'équation f(x) = o ait deux 
racines entre æet6 ou qu’elle n’en ait aucune; on a vu 
que, si le dernier cas a lieu, l'équation a nécessairement 
deux racines imaginaires. Nous allons indiquer comment 
on peut distinguer ces deux cas l’un de l’autre, lorsque 
la perte de deux variations se manifeste dans la portion 
de la suite (1) qui est formée par les trois premières 
fonctions 


(2) f(x) Fe), Pr). 


Comme le théorème de Budan s’applique à l’une quel- 
conque des fonctions de la suite (1), 1l résulte de notre 
hypothèse que l'équation f/(x) = 0 n’a aucune racine 
comprise entre « et 6. Si doncon a 


A0 AA A DER 
ATTEND 


on sera certain, d’après le lemme du n°143 (corollaire T), 
que l’équation f(x)=— 0 ne peut pas avoir deux racines 
réelles entre « et 6. Lorsque l'inégalité précédente n’est 
point satisfaite, il faut substituer dans f(x) et f(x) un 
nombre a compris entre « et 6; si f(a) est de signe 
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contraire à f(x) et f (8), il y aura deux racines réelles 
comprises l’une entre x et a, l’autre entre & et 6; mais, 
si f (a) est de même signe que f(x) et f(6), on connaîtra, 
par les substitutions faites dans la suite (2), quel est celui 
des deux intervalles de & à a ou de a à 6 dans lequelil 
peutexister deux racines. On appliquera alors à ce nouvel 
intervalle ce qui a été dit du premier, et, après quelques 
essais du même genre, on arrivera généralement à con- 
naître la nature des deux racines; cela suppose, bien en- 
tendu, que l'équation proposée n’a pas de racines égales. 


145. Considérons maintenant le cas général, et dési- 
gnons par À, le nombredes variations perdues par la suite 


SGEN VE CHIC CR 


dans le passage de x—a à x—6. Ce nombre À, est ce 
que Fourier nomme l'indice relatif à f(x); l'indice 
relatif à f(x) sera donc représenté par À, et celui qui 
se rapporte à la dernière fonction f(x) sera zéro, en 
sorte que la série 


(3) A; ôr, A, DE CE) An) (e) 


comprendra les indices des mæ+rxr fonctions (1); il est 
évident que, dans cette suite, deux termes consécutifs 
sont égaux entre eux ou ne diffèrent que d’une unité; 
ainsi l’on a 


Nous avons examiné plus haut le cas de A,=o et 
celui de Aç—1; dans le premier cas, l'équation f(x)=o 
n’a aucune racine entre x et 6; dans le second cas, l’équa- 
tion a une seule racine entre les mêmes limites. Il im- 
porte de remarquer que, si l’on a Aç—1, on peut, en 
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diminuant l'intervalle de & à 6, faire en sorte que A, =; 
en effet, f(x)=—0 n’a qu'une seule racine x’ entre æ et 6, 
et, par suite, elle ne peut avoir, avec sa dérivée, aucune 
racine commune comprise entre « et 6; donc, en rem- 
plaçant les limites & et Ë par deux autres suffisamment 
rapprochées, on pourra toujours faire en sorte que 
l'équation f’(x)—o n'ait aucune racine dans le nouvel 
intervalle; alors, la suite (1) ne perdant qu’une seule 
variation, on aura À, = 0. 

Supposons actuellement que À, = 2 ou A, > 2. Par- 
courons la suite (3) en partant de la gauche, jusqu’à ce 
que nous trouvions un indice égal à 1 : so:t À, ce pre- 
mier indice égal à l’unité ; la méthode que nous allons 
développer a pour objet de reculer successivement lin- 
dice À, vers la gauche de la suite (3), ou, ce qui revient 
au même, de diminuer le nombre 7 qui marque le rang 
de l'indice. L'indice A,_, qui précède À, ne peut êtreégal 
à 1, par hypothèse; donc il est o ou 2; mais, si l’on avait 
A y, = 0, comme À, est au moins égal à 2, en remontant 
la suite (3) à partir de A,_,, on rencontrerait nécessaire- 
ment un indice égal à 1, ce qui est contraire à l’hypo- 
thèse; ainsi l’on a À,_, — 2, en sorte que le premier 
indice À, égal à r est nécessairement précédé d’un indice 
égal à 2. Or, si ce même indice n’est pas suivi d’un 
indice À,,, égal à zéro, on pourra toujours, comme on 
l’a vu plus haut, trouver deux limites 4, 6’ comprises 
entre &« et 6 et qui ne comprennent aucune racine de 
l'équation f*+!{x) = 0o; l'intervalle de & à 6 sera alors 
partagé en trois autres, savoir celui de & à 2’, celui 
dé d Get celui de 6h 6 P’équation f(x }—0 n'a 
aucune racine dans le premier et dans le troisième inter- 
valle; donc, pour chacun de ceux-ci, l'indice À, est zéro, 
et, en conséquence, le premier indice égal à 1 est reculé 
vers la gauche de la suite (3). À l'égard de l'intervalle 


Le] 
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dont æ’et6/ sont les limites, il peut arriver que À, ne 
soit plus le premier indice égal à 1; dans ce cas, ce pre- 
mier indice se trouvera reculé vers la gauche. Mais 1l 
peut arriver aussi que À, demeure le premier indice 
égal à r, et alors on a simultanément 


An —2, An, App oO. 


Tant que ce dernier cas ne se présentera pas, on pourra 
reculer le premier indice 1 vers la gauche de la suite (3), 
jusqu’à ce que cet indice y occupe le premier rang, et l’on 
se trouvera dès lors dans le cas de A, =1 qui est celui 
d’une seule racine comprise dans l'intervalle dont on 
s'occupe. 

Ainsi nous n'avons plus à considérer que le cas où le 
premier indice À, égal à 1 est précédé d’un indice égal 
à 2, et suivi d’un indice égal à o. L’équation f-1(x)=0o 
peut alors avoir deux racines réelles entre & et 6, mais 
elle peut aussi n’en avoir aucune; on distinguera ces 
deux cas l’un de l’autre, au moyen de la règle exposée au 
n° 144. En même temps cette règle donnera le moyen 
de séparer les racines, si elles sont réelles et inégales; 
l’une d'elles sera comprise entre & et un certain nom- 
bre a,la seconde entre æet 6; à chacun de ces nouveaux 
intervalles répondra une série d'indices dans laquelle le 
premier terme égal à 1 se trouvera reculé vers la gauche 
au delà de A,. Sil’équation f(x )=— 0 n’a aucune ra- 
cine réelle entre & et6, on reconnaît, en se reportant à la 
démonstration du théorème de Budan, que chacune de 
équations 


(4) f(x) —: 0, TERRA" FM OS fix) = 0 


a deux racines imaginaires. En cffet, il résulte de nos 
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hypothèses que l'équation f(x) = 0 a une racine entre 
æet6, laquelle, substituée dans f-1{x) et dans f#+1{(x), 
donne des résultats de même signe; donc la suite des 
trois fonctions 


Pre, a Jr) 


perd deux variations dans le passage de x = à à x — 6. 
En conséquence, cette circonstance introduit dans les 
indices 

AT ar ELA 2 A A RD) 


une partie égale à 2 que l’on peut supprimer, car chaque 
indice n’exprime autre chose, dans cette théorie, qu’une 
limite supérieure du nombre de racines réelles que peut 
avoir l'équation correspondante, dans l’intervalle consi- 
déré. Alors on aura, après cette suppression de deux 
unités, 

An—1 = 0, 


en sorte que le premier indice égal à r se trouvera reculé 
vers la gauche. 

Il peut arriver que l’équation f#-t(x)= 0 ait deux 
racines égales comprises entre «& et 6; 1l est facile de 
voir que la conclusion est la même que dans le cas de 
deux racines imaginaires, à moins que l'équation pro- 
posée n’ait des racines égales. Si la racine double dont 


nous nous occupons appartient à chacune des équa- 


tions (4), la proposée aura n + 1 racines égales à cette 
racine. 


146. Exemrze 1. — Je choisira pour premier exemple 
l’équation 


+ as— rt — 2 La r +i—=o, 
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déjà considérée au n° 142. On à 


A 


REA = ASH AS — 2 — DS rx Hi, 











ie — Gr + Bat fa 3x + or —1, 
Pl vou os ES 
RE 152? + 5x —1, 
= 67 +, 
TRS) 


RSA Ts ne: 


Les racines réelles de l'équation f(x )=— o sont com- 
[l 
prises entre — 1 et + 1; substituons les nombres 


+ Île — 


I 


dans la suite 
fe) S (eh P'le), Fe Pie) Se) Ja) 


on obtiendra les résultats suivants : 


— I = = AR. === 3e == re 
I 

— — + uns 3 2 == == CE 
3) 
O se es Ête a TE 2e on ve 
I 

nr DS ze —— DIE = sie = me = 
D} 

+ I Se de Le SE Se + 
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xautres 





Il ya deux vari 


4 I I A 
de o à E deux enfin de - à t. 
2 
On reconnaît immédiatement qu'iln’”y a point de ra- 


; I 
cines réelles entre — et 1, parce que l’on a 
2 


I 39 PRE 10 
C)=& 6)=-& 


AUS FOOT 


sn 16), 


io 


L] Qt I [2 . . . 
Pour l'intervalle de o à —; la série des indices est 
2 


ce qui donne 


2, 2, 2; I, 1, O, 0; 


à] 


le premier indice 1 étant suivi d’un autre indice égal à r, 


C 


1l nous faut resserrer nos limites. La substitution de 7 


donne les résultats 
+++ ++, 


d'où il suit qu'il n’y a aucune variation perdue de o de 7? 

; re L I à 1 

il suffit de considérer l'intervalle de PES la série des 
} 


indices qui répondent à cet intervalle est 


D NEUTRE O RO, 10: 
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comme on a 





on conclut que l'équation HAE o n’a pas de racine 
I I , A ? 
entre 7 et: donc la proposée elle-même n’en a pas dans 


cet intervalle (n° 145). 
Enfin la série des indices pour l'intervalle de —1 


1 I 
àa ——est encore 
9, 


2, 2, 2, 1, O, O, O0; 


f'(-1)=6, fr) =—#, 
PS TENEE 


JF (- :) ARLES 


7 (- D  f"—r) 





2 


ce qui montre que l'équation f”{x)=0o n’a pas de ra- 
. I : ‘4 A 
cine entre — — et —1; la proposée elle-même n’en a donc 
2, 
aucune dans cet intervalle. 
Ainsi les six racines de notre équation sontimaginaires, 


comme nous l’avons déjà reconnu à l’aide du théorème 
de Sturm. 
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Exempze Il. — Je considérerai encore l’équation 
26 — 122% + Gox* + 1232? + 45677 — 89012 — 0, 


traitée par Fourier. On a ici 











fx) = 2$—12x5+ 60xt+ 123x?+4567x —8gor2, 
‘E 2 — 6x5 — 60x* + 240 x$ + 246x + 4507, 
7 = — 152" — 120 x? + 360 2° + 123, 
2 1e) — 20 x? — 1207? + 2/0x, 
TAN CA et À . 
CPR Q SORT Id 
He) 
1452092405 The Tae 
SEA 


TER AIEUL 


Soit € une quantité positive aussi petite que l’on voudra. 
En substituant les nombres 


se. —10, — 1]; AE —+ €, “ET, 10, rs 


on obtient les résultats suivants : 


EE ES A Ne 
————— 





— 10 <> L- ar Fe. “a — +- 
— I — = sul ec: as Lars + 
— € — a y Tr + — + 
+ € — a LA Ré EL a en om 
+ ] — "= + + + _ _ 
+10 ee hs > pe 4e Le sn 5 a 


| 


Comme il y a six variations perdues dans le passage 
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de — 10 à +10, les racines réelles sont toutes comprises 
entre ces limites. | 

De —10 à —1, il y a une variation perdue; il y a 
donc, entre ces limites une racine unique qui est ainsi 
séparée. 

De — € à +e il y a deux variations perdues, ce qui 
indique deux racines imaginaires. Enfin, de +1 à +10 
il y a trois variations perdues, doncil yaentre ces limites 
une ou trois racines réelles. 

La série des indices relatifs à l'intervalle de 1 à 10 est 

DONS T2 MT: 
on a ICI 


1611000) 

Frot 0e Fa) = À + = < 9; 
ce résultat montre que l'intervalle de r à 10 est trop con- 
sidérable pour qu'on puisse reconnaître la nature des 
racines par une seule opération. Mais, avant de dimi- 
nuer cet intervalle, il convient d'examiner si l'équation 
f'(x)=0 n'aurait pas deux racines égales comprises 
entre 1 et 10. On reconnaît effectivement que x — 2 est 
un diviseur de f(x) et de f*{(x); d'ailleurs ce binôme 
ne divise pas toutes les fonctions AS cn 
précèdent f(x); donc on pourra retrancher 2 des cinq 
premiers indices. On obtiendra ainsi la nouvelle série 


1, O0, O0, O, oO, 1, O, 


qui montre que la séparation des racines est terminée. 
Ainsi l'équation proposée n’a que deux racines réelles, 
l’une entre —1 et 10, l’autre entre +1 et +10. 


Séparation des racines thaginaires. 


147. Sif(z) désigne une fonction entière de la va- 
riable imaginaire z = x + 17, dans laquelle les coeffi- 
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cients soient des quantités données réelles ou imaginaires, 
on pourra effectuer la séparation des racines de l’équa- 
tion f(z)—=0, en faisant usage de la proposition que 
nous avons établie au n° 137. 

Effectivement, si l’on trace deux axes de coordonnées 
rectangulaires ox et 07, puis qu’on mène à l’un des axes, 
celui des y par exemple, des parallèles qui répondent 


aux abscisses 
To li; To, se. 


on pourra déterminer, par le théorème du n° 137, le 
nombre des racines comprises entre deux parallèles con- 
sécutives. S'I1 n’y a qu’une seule racine dans l’un des 
espaces ainsi déterminés, cette racine sera séparée, con- 
formément à la définition du n° 111; s’il y a plusieurs 
racines comprises entre deux parallèles consécutives, on 
pourra achever la séparation par le moyen de parallèles 
intermédiaires, à moins que plusieurs racines n’aient la 
mème parle réelle. 

On connaîtra ainsi deux racines aussi rapprochées 
l’une de l’autre que l’on voudra, entre lesquelles sera 
comprise la partie réelle x de chaque racine. Si l’on veut 
avoir en même temps deslimites de la valeur correspon- 
dante ou des valeurs correspondantes de y, on y par- 
viendra en menant des parallèles à l’axe des x; celles-ci, 
avec les deux parallèles à l'axe des y qui comprennent les 
points racines que l’on considère, détermineront divers 
rectangles, et le théorème du n°136 fera connaître quels 
sont ceux de ces rectangles qui renferment les racines 
dont on s'occupe. 


Eater TS (D ÉieErndmantts 
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CHAPITRE VIL 


DU CALCUL DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 


Recherche des racines commensurables des équations 
à coefficients rationnels. 


148. Le calcul des racines d’une équation numérique 

offre d'autant plus de difficultés que le degré de l’équa- 
tion est plus élevé. Aussi, lorsqu'une équation donnée 
n’est pas irréductible et que l’on sait effectuer la décom- 
position de son premier membre en plusieurs facteurs, 
il faut commencer par opérer cette réduction. En parti- 
cuber, toute équation qui a des racines multiples devra 
être remplacée par une ou plusieurs autres qui n'aient 
que des racines simples ; cette suppression des racines 
égalesn'estpas seulement utile, elle est souventindispen- 
sable, ainsi qu'on a pu s’en convaincre en étudiant les 
théories que nous avons développées dans le précédent 
Chapitre. 
… Lorsqu'il s’agit d’une équation dans laquelle les coeffi- 
cients sont des nombres rationnels et que cette équation 
a des racines commensurables, on peut les obtenir par 
une méthode très-simple que nous allons exposer. Les 
racines commensurables étant connues, si leur nombre 
est égal au degré de l’équation, celle-c1 sera résolue ; dans 
le cas contraire, on pourra les supprimer par le moyen 
de la division, et l’on sera ramené à une équation plus 
simple. Cette détermination des racines commensurables 
doit, comme on le voit, précéder toute autre recherche, 
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149. Lorsque les coefficients d’une équation sont ra- 
tionnels, on peutchasserles dénominateurs qu'ils peuvent 
contenir ; ces coefficients deviennent alors des nombres 
entiers. Cela posé, la recherche de toutes les racines com- 
mensurables se ramène à celle des racines entières, au 
moyen de la proposition suivante : 


TaéorÈme. — Lorsque le premier terme d'une équa- 
tion a pour coefficient l’unité et que les autres coeff- 
cients sont des nombres entiers, l'équation ne peut avoir 
pour racines commensurables que des nombres entiers. 


En effet, soit l'équation 
f(x) = x"+ Asa lt... + Am x + An—=o, 
dans laquelle les coefficients AÀ,, ..…., AÀ,, sont desentiers. 


Substituons à x une fraction irréductible quelconque Fe 


on aura 


k m 
FA = — + Aa + A, bar-2 +,,, + A, bi: 


ZA . : , , 
or, pour que + fût racine de l'équation f(x) = 0, 1l fau- 
drait que l’on eût 


a’! 
Le IN —1 sur m—1 
De — 7 A, a eo «€ A» b , 


ce qui est impossible, puisque le second membre est un 
nombre entier, tandis que le premier membre est une 
fraction irréductible ; donc l’équation proposée ne peut 
avoir une racine fractionnaire. 

D’après cette proposition, pour avoir toutes les racines 
rationnelles d’une équation à coefficients entiers, il suffira 
de transformer l'équation proposée en une autre (n° 58) 
dans laquelle le coefficient du premier terme soit l’unité, 


S.— Alg. sup., EL 21 
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les autres coefficients étant entiers, et de déterminer les 
racines entières de la transformée. 
Soit 


l'équation proposée ; on poserax — > (n°58), et la trans- 
formée sera 
À; œ A a? A F'ls 
gn gm—1 us zm—2 sd m 0. 
ia ANNE ï 


le nombre entier & devant être choisi de manière que les 


expressions 
A, x NAS US Aa 


9 0272719 


A Er AS À, 





se réduisent à des nombres entiers. Il est évident qu’on 
satisfera à cette condition en prenant &« — A,, mais on 
remplira souvent l'objet demandé en donnant à & une 
valeur inférieure à A4. Quand les racines entières de la 
transformée en z auront été obtenues, en les divisant 
paræ, on aura les racines commensurables de la proposée. 


150. Il nous reste à indiquer comment on déterminera 
les racines entières d’une équation 
(1) f(x) A0oz" + At +... +Am1t + Am —=o;, 


dans laquelle les coefficients A, À,, ..., À,, sont des 
nombres entiers sans diviseur commun. 

Dire que a estune racine de cette équation, c’est dire 
que le premier membre f(x) est exactement divisible 
par x — a; représentons le quotient de la division par 


du À {il En 
“4 (x) FT: — B,x” rA B;,x” a CIE B,-,x FT B-1 


on aura 


(2) f(x)={(z—a)s(x), 
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et, si a est un nombre entier, il estévident que les coeffi- 
cients du polynôme p{x)serontaussides nombres entiers. 

En effectuantle produit indiqué dans le second membre 
de la précédente égalité, eten écrivant que les coefficients 
des mêmes puissances de x dans les deux membres sont 
égaux entre eux, on trouve 


À 
A ab;: pr ae 
Antcte Dre 
Det ab,:— D, B-+ = m D m—1 
1 Anrict Dre 
Am—2= 4By-; — Bo, d'ou B,-; — _ 7 2 
EC AD IC OC TAC NT TEE PAC AN CE 000 0% 0 1 © © ee .… 
A, + B. 
A; = aB, — B;, B, — RÉ: 
A0 —— Br; 0 —As+ Bo, 


etréciproquement, si les relations précédentes sont satis- 
faites, la formule (2) aura lieu identiquement; donc, 
pour que le nombre entier & soit une racine de l'équation 
proposée, il faut et il suffit que les valeurs précédentes de 
B»_1, Bm_2, -.., Bo Soient des nombres entiers, et que le 
dernier de ces nombres soit égal à — A. Ainsi les condi- 
tions auxquelles on reconnaîtra qu’un nombre entier 
positif ou négatif est racine d’une équation sont les sui- 
vantes : 


Il faut et il suffit qu'il divise exactement le dernier 
terme de l'équation; qu’il divise la somme obtenue en 
ajoutant le quotient de cette division avec le coefficient 
de la première puissance de l’inconnue, qu'il divise la 
somme obtenue en ajoutant le quotient de cette deuxième 
division avec le coefficient de la deuxième puissance de 
l’inconnue; et ainsi de suite, jusqu’à ce qu'on arrive à 
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ajouter un dernier quotient avec le coefficient du pre- 
mier terme de l'équation, ce qui devra donner une 
somme égale à zéro. 


On peut disposer de la manière suivante l'opération 
qu'on exécute pour essayer un nombre a : 


ÂAo A; 


AR 


| 
# An 


.. a 
pe — B,,_, 


Am 
ER 











| 
| 





J=a1 


Les coefficients de l'équation ayant été écrits sur une 
première ligne horizontale, on divise le dernier coefficient 
An paraetl'onécrit au-dessous de cecoefficientle quotient 
obtenu — B,,_, changé de signe. On divise ensuite par a 
le coefficient À,,_, augmenté du premier quotient B,,_, et 
l’on écrit au-dessous de A,,_, le deuxième quotient obtenu 
—B,,_2 changé de signe. On continue de la même manière 
jusqu'à ce que l’on ait écrit au-dessous du coefficient A, 
le quotient changé de signe —B, obtenu en divisant par 
a la somme À, + B,. Si l’une des divisions ne se fait pas 
exactement, ou si la somme A, + B, n’est pas nulle, le 
nombre essayé a n’est pas racine. Dans le cas contraire, 
le calcul qu’on vient d'exécuter fournit les coefficients du 


LA L 
Je) | ; et, pour trouver les autres racines en- 
LT — 


quotient 
tières, 1l suffit d'appliquer la même règle à ce quotient, 
et ainsi de suite. 

Les nombres qu’il faut ainsi essayer sont les diviseurs 
du dernier terme de l'équation pris avec les signes + et—; 
toutefois on devra rejeter ceux des nombres ainsi obtenus 
qui tomberaient en dehors des limites des racines et ceux 
qu'on peut avoir reconnus comme n'étant pas des racines. 
Par exemple, si a est une racine entière, l’identité (2), 
savoir : 


ais) = (x), 


t— a 
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donnera 


H 





PEU = 4(1); 
ai 

d’ailleurs les coefficients de (x) étant entiers, o( +1) 
est un nombre entier. Donc : le nombre entier a ne peut 
étre une racine de l'équation f(x) = 0 sif (+ 1) n'est 
pas divisible par a 1. 

Quant aux résultats f(Æ 1) de la substitution de +1 
à x, ils s'obtiennent par de simples additions ou sous- 
tractions entre les coefficients de f(x); on peut donc 
reconnaître immédiatement si l'équation proposée admet 
les racines + 1 et — 1. 

ExemPze. — Soit l'équation 


f(x) = x — 34x$ + 29x° + 212x — 300 — 0, 


on à 
f(+i)=— 92, f(—1)—=— 450; 

en conséquence + iet — 1 ne sont pas racines. On re- 
connaîtimmédiatement que toutes les racines réelles sont 
comprises entre — 6 et + 6; les seuls diviseurs de 300 
qu'il y ait lieu d’essayer sont donc +2, +3,+4, +5; 
mais 1l faut rejeter +3, parce que f(— 1) n’est pas divi- 
sible par 4, ainsi que — 2, + 4 et — 5, parce que ces 
nombres diminués de 1 ne sont pas des diviseurs de 
f(+ 1); on devra donc se borner à l’essai des nombres 
+ 2, —3, + 5 et l’on disposera le calcul comme il suit : 


+ 1 O | — 34 | + 29 | +212 | —300 2 
+1 + 2 | — 30 | — 31 | +150 2 
+ 11+ 4 — 22 | — 95 | — 3 

UT | RE | "95 


L’essai du diviseur 2 ayant réussi, on doit renouveler cet 
essai qui réussit encore ; la troisième ligne du tableau qui 
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flæ)e, 
\2 


(x FRE 2} po 


précède renferme les coefficients du quotient 


comme le dernier de ces coefficients n’est pas divisible 
par 2, on passe au diviseur — 3, qui est racine; enfin 
l'essai du diviseur 5 ne réussit pas, et il en résulte que 
l'équation proposée n’aque trois racinescommensurables, 
savoir deux racines égales à + 2 etune racine égale à — 3. 
La dernière ligne du tableau donne les coefficients du 
(æ— 2}?(x — 3) 
et la résolution de la proposée est ramenée à celle de 


quotient » lequel est ainsi x? + x — 25, 


l'équation du deuxième degré x? + x — 25 = 0. 


Théorie des diflérences. 


151. Lorsqu'on veut effectuer la séparation des racines 
réelles d’une équation, ou que l’on se propose de resserrer 
les limites entre lesquelles se trouve comprise une ra- 
cine déjà séparée, on est conduit à calculer les résultats 
de la substitution de divers nombres à l’inconnue, dans 
certaines fonctions entières de cette inconnue. Dès que 
le nombre de ces substitutions devient un peu considé- 
rable, 1l est indispensable de diriger le calcul d’une 
manière régulière et méthodique, ce à quoi l’on parvient 
par le moyen de l'algorithme des différences que nous 
allons exposer 1c1. 

Soit 
(x) PAT. PONT ER FAN 


une suite limitée ou illimitée de quantités assujetties à 
une loi quelconque. Si l’on retranche chacune de ces 
quantités de celle qui la suit immédiatement, on for- 
mera une nouvelle suite que nous représenterons par 


(2) Aus, Au;, Aus, . LE] Au, . ee 
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Les quantités (>) sont dites les différences premières ou 
les différences du premier ordre des quantités (1), et 
l'on a, pour toutes les valeurs de l’entier y, 


AU, —U 4 — Une 


Si l’on opère sur la suite (2), comme nous venons de le 
faire sur la suite (1), on formera une troisième suite que 
nous représenterons par 


(3) DATANT RENE NIUE NR 


Ces quantités (3) sont les différences premières des quan- 
tités (2); elles sont dites aussi differences deuxièmes ou 
différences du deuxième ordre des quantités (1), et l’on 
a, quel que soit u, 


MAR 
Aus —\' AU, — Au, 


S1 la suite (1) renferme un nombreillimité de termes, 
on pourra poursuivre indéfiniment la même série d’opé- 
rations et l’on formera de cette manière une infinité de 
suites nouvelles qui comprendront les différences trot- 
sièmes où du troisième ordre des quantités (1), celles du 
quatrième ordre, et ainsi de suite; on aura généralement, 
quel que soit n, 


n+1 — An A TATN 


Mais, si la suite (1) ne renferme qu’un nombre limité, 
m +1 de quantités, il est évident qu'il n’y aura que m 
différences premières, m—1 différences deuxièmes, et 
généralement m—n + 1 différences du n'°"° ordre; ainsi, 
dans l’ordre m, il n’y aura plus qu’une seule différence. 

On peut avoir à considérer des suites de quantités 
illimitées dans les deux sens, telles que 


sol, Uo, Us, Uo, Uj, Us, Us s00 


Nos définitions n’exigent, pour ce cas, aucune modifica- 
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tion, et l’on aura toujours 

AU Upper Us 0, NOUS AU EAN 
pour toutes les valeurs positives, nulles ou négatives de 
indice pu. 


152. ExPrESsION GÉNÉRALE DES DIFFÉRENCES D'UN ORDRE 
QUELCONQUE. — Nous nous proposons de donner ici l’ex- 
pression générale de A’ u, en fonctions des quantités (1). 
On a d’abord 
(4) Aug — Uj — Lo, 


puis 
AU, — Uy— U, 


et, en retranchant l'égalité (4) de la précédente, il 
viendra 

(5) Au, —U) — QU, + Up. 

Comme wo, 1, u: peuvent être considérés comme trois 


termes consécutifs quelconques de la suite proposée, il 
est évident que l’on aura aussi 


AU, — U3 — 2U + y, 
et, en retranchant l'égalité (5) de la précédente, on 
obtiendra 
(6) Aus — u; — Bus + Bu —&, 
On aperçoit aisément, sans qu'il soit nécessaire de 


poursuivre ces opérations, que l’on doit avoir, quel 
que soit 7, 


n(r—1) ñn 


ñn 
(7) at er OR ce VE (us Us Pepe (el EES ui +(—1)"%0, 


les coefficients numériques du second membre de cette 
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expression n'étant autre chose que ceux de la puissance 
nine d’un binôme pris alternativement avec les signes + 
et—. La formule (>) étant vérifiée dans le cas de 7 — 1, 
il suffit, pour en démontrer l'exactitude, d’établir que, si 
elle a lieu pour une valeur quelconque de n, elle subsiste 
pour la même valeur augmentée d’une unité. Supposons 
donc que la formule (7) ait lieu pour #7 =; en l’appli- 
quant aux + 1 premiers termes de la suite proposée, 
puis aux p +1 termes qui suivent le premier w9, on aura 


, — I 
a ie 
PRE 
ER STE Pere (— 1) us + (—1)"z; 


si l’on retranche la première de ces égalités de la seconde, 
et que l’on ait égard à l'identité 





2260 à LE de PNA a 2 OA mt 





1roN 2% 12. (#1) 
(8) 
0280 are À A Po ue À 
RE APR À 
il viendra 
A = y — U, + ee ANA AE 


ce qui est précisément le résultat fourni par la for- 
mule (7), quand on fait dans celle-ci nr =u+r. 


153. ExPRESSION DU TERME GÉNÉRAL D'UNE SUITE EN 
FONCTION DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFÉRENCES. — 


On a, d’abord, 
(a) U — Uo + Au, 


puis 
Au, — Aus + Au, 
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et, en ajoutant cette égalité à l'égalité (9), 1l vient 
(10) Us = Up + 2 Au) + A?u,; 


on peut appliquer à la suite (2) des différences premières 
la proposition exprimée par la formule précédente, ce 
qui donne 

AU ZA AU, — D AUS + Vu; 


cette formule étant ajoutée à la formule (10), 1l vient 
(rx) Ux — Up + 3 Au, + 3 Au, + Au. 


Ces résultats nous permettent d'écrire immédiatement 
la formule générale suivante : 


(TORRES LHRAUYe MALE 
a PURÉE 0 et I 0 ï 


A uUp+ + 2 Aug A 
dans laquelle les coefficients numériques sont ceux du 
développement de la ni°"° puissance d’un binôme. Cette 
formule est vérifiée dans le cas de 7 —1, et, pour en 
démontrer la généralité, 1l suffira d’établir que, si elle a 
lieu pour une valeur quelconque n de n, elle subsiste 
pour n—u+I. 

La formule (12) ayant lieu par hypothèse pour r — y, 
nous pouvons l'appliquer non-seulement à la suite (1), 
mais aussi à la suite (2) que forment les différences pre- 
mières; on a donc 


—— | 
Us — 7) me Ê AU, + PA LT AE a M Alu + AFU5, 
I 18292 I 


Lt — I 
Au, — Aus + À Au, + Lite) dupe + EAU AE; 
I OS I 


ajoutant ces égalités et ayant égard à la formule (8), 1l 
vient 





x ms. { HI 
Us = Uo + 5 x Auo + Gal Mu +...—+ 4Tlus, 


nt 
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ce qui est le résultat que donne la formule (12) quand 


on y fatrn—=p+tr. 


154. DIFFÉRENCES DES FONCTIONS ENTIÈRES. — Soit 
LIN) 

une fonction entière de x. Donnons à x les valeurs suc- 
cessives 

+. Xp — À, Los Xo + À, %o + 24, ….…., Zo + Anh, .., 
qui forment une progression arithmétique dans laquelle 
la différence constante est égale à A, et désignons par 

. U_, Uo; U, Us, .… LE] Un + GC NT 

les valeurs correspondantes de u. Ces valeurs, ainsi que 


leurs différences du premier, du deuxième, etc., ordre, 
seront données par les formules 


ee 
Mu—f(x+2h)—2f{x+hk) +f(x), 


où 1l suffira de substituer successivement à x les valeurs 
.….(Xo—h), Lo, (Xo+h),.... Les quantités Au, Au, … 
seront dites les différences première, deuxième, etc., 
de la fonction u. 


Taéonime. — La différence m'è"e d’une fonction en- 
tière de x, du degré m, est constante. 


Soit 
u—=f(r)= Ajax" Aa t,, HAT + A» 
une fonction entière du degré m; on aura 
au f(x + h) —f(x) 


fe) pe) 
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le second membre de cette formule est une fonction en- 
ère de x du degré m— 1, dans laquelle le coefficient de 
x" 1 est évidemment mA, h; on a donc 


AT M AIN ATEN 


ce qui montre que la différence Au d’une fonction en- 
tüière u du degré mestune fonction entière du degrém—1, 
et que le premier terme de Au s'obtient en multipliant 
par À la dérivée du premier terme de u. Cette proposi- 
üon nous donne immédiatement les résultats suivants : 


Mu—=mim—i1)A;hx"2+,.., 
AMu—m(m—i1)(m—2)A;hax"3+..…., 


D 10:07" 9 6:07 65 578" 0616 20:00 6.019 0 07908 ,9 F9 Les TRErASEETS 


Au—m(m—1)...2.1A6ç4"; 


on voit que la différence mi°"° Au est indépendante 
de x, et qu’elle s'obtient en multipliant par #7 la mime 
dérivée de u, ce qui démontre le théorème énoncé, 

Il résulte de là que les différences de u des ordres su- 
périeurs à 77 sont nulles. 


155. SuBsTITUTION DE NOMBRES ÉQUIDISTANTS DANS UNE 
FONCTION ENTIÈRE. — La proposition que nous venons 
d'établir conduit à une conséquence très-importante qui 
remplit l’objet principal que nous avions en vue, et que 


l’on peut énoncer comme il suit : 


Si l’on doit substituer à x une suite de nombres équi- 
distants 


.….… To Tr 2h, To Learn) h, To; To —|- h, To —t- 2h, .. 


dans une fonction entière u = f(x) du degré m, il suf- 
{ira de calculer directement les résultats de la substitu- 
tion de m termes consécutifs de la suite, après quoi on 
obtiendra les résultats de la substitution de tous Les au- 
tres nombres par de simples additions. 
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En effet, considérons le tableau suivant dans lequel on 
trouve la série des valeurs que prennent la fonction 
et toutes ses différences jusqu’à celle de l’ordre m, quand 
on donne à x toute la série des valeurs ... xo —h, xo, 
DANCE] CAPES 





“+ u Au Au RTE APE Au 
x, — À u_, REA AE SE POP PRE APRETENE DEA TS 
2 m—1 AM 
T, U, Au, DE METE Vo rae PEU Au, 
æ,+ u, Au, DURS UE A Au 
2 m—\ Am 
x, + 2h u, Au, Mu, des Art x Au, 


Pour construire ce tableau, nous calculons directement 
les m valeurs de x qui répondent à m valeurs consécu- 
tives de x, et nous les inscrivons en regard de ces va- 
leurs dans la colonne qui est intitulée u. Nous formons 
ensuite les différences successives de cette suite de m 
termes, jusqu'à l’ordre m — 1, et nous écrivons les résul- 
tats dans les colonnes respectives intitulées Au, Au, …, 
A"=1u; nous avons ainsi »m — 1 termes dans la colonne 
Au, m—2 dans la colonne A?u, ...,1 terme seulement 
dans la colonne A1 u. Mais la différence Au est con- 
stante et sa valeur est connue d’avance; on peut donc 
former la dernière colonne du tableau et la prolonger 
indéfiniment en haut et en bas. Cela fait, on a tout ce 
qu'il faut pour prolonger les diverses colonnes du tableau 
aussi loin que l’on voudra, soit en haut, soit en bas. En 
effet, chaque terme de l’une des colonnes marquées u, 
Au, ... est égal à celui qui est au-dessus de lui, aug- 
menté du terme qui correspond à ce dernier dans la co- 
lonne suivante, ou égal à celui qui est au-dessous de lui 
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dans la même colonne, diminué du terme qui lui corres- 
pond dans la colonne suivante. Il résulte évidemment de 
là que, si l’on a inscrit À termes dans l’une quelconque 
des colonnes, il suffira de connaître un seul terme de la 
colonne précédente, pour pouvoir inscrire dans celles-ci 
k nouveaux termes. 


456. DÉTERMINATION D’UNE FONCTION ENTIÈRE DU DEGRÉ 
m AU MOYEN DES VALEURS DE CETTE FONCTION QUI RÉPON- 
DENT A 72 + I VALEURS ÉQUIDISTANTES DE LA VARIABLE. — 
Soit u — f(x) une fonction entière du degré m, et dési- 
gnons par 


Uo; u;, Us, LHOMNQK Um 


les valeurs que prend cette fonction quand on donne 
a x les m + 1 valeurs 


Los LTo+Fh, ..., dot Mk. 
On a, pour toutes les valeurs 1, 2,...,m de n, 


BIRT UNs4 NE MAUR 


7 
Un = Ugo + — Au + 
I 172 RD t PN 


AF USER 
tous les termes du second membre de cette formule, à 


partir du deuxième, s’obtiennent en donnant à k les va- 
leurs 1, 2, 3,..., n dans l'expression 


n(r—1)...(n—k+:1) 
V1 tés D LAN à 


A & - 
AU; 


mais, comme cetle expression se réduit évidemment à 


zéro, pour les valeurs 2+1,n<+92,..., m de k, on 
peut écrire 
n(n—1) 


CEE U) DAME En -ves Buy +... Le RATES AT Où 
I 1.2 PANNE 
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Si l’on remplace, dans le second membre de cette formule, 


TX — TX = . . 
°, on formera la fonction suivante : 





nr par 


T— Xo\ AU T—To\ [T—% Au, 
SE = | + .. 
mn + | h | I k | k ) Fa 


T—T) X — 9 LUN? 
+ OC — M+<il—————— >; 
ESA OC? 























qui se réduit évidemment à u, pour x = Xo + nh, et, 
en la retranchant de f(x), on obtiendra une fonction 
entière du degré m qui sera nulle pour les m +1 va- 
leurs xo, Xo + h,...,x0 + mh de x : or cela ne peut 
avoir lieu que si la fonction dont il s’agit est identique- 
ment nulle; on a donc 


z—%o Aug  (r—xo)(x—x5—h) d'u 


F(æ&)—=10+ A TE + 








1,5 r°? 

3 ss 
on (x—x) Re TS IE EE 12) Au, 
TO IL pm 


Cette formule subsiste quel que soit 2; si l’on fait tendre 








/ , À 8.10% Au 
vers zéro et que l’on représente par uf° la limite de : 
pour À = o, on aura 

L— TX) (x — x0)? (x—x0)" 
I æ)=Uo+ DDR D + mg, 
FPE j ; 1.2 F RARE RS TT IS 


d’où il résulte que uŸ est la valeur de la kïf"e dérivée de 


f(x) pour x = x,, en sorte que l’on a 


ANA E A 
k — li 1P — 
æ) = im —— Jour # = 0. 
J"(x) Fa PL 

457. Limires DES RACINES RÉELLES D'UNE ÉQUATION. — 
Lorsqu'on substitue des nombres équidistants dans le 
premier membre d’une équation f(x) —0o, en suivant la 
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marche indiquée au n° 155, les résultats obtenus suffisent 
pour faire connaître deux limites entre lesquelles sont 
comprises toutes les racines réelles. 

En effet, soient | 


Los Los .., Xo +(m—i1)A 


m + 1 termes consécutifs quelconques de la série des 
valeurs substituées, et supposons À positive. Si les quan- 
tités wo, Au, ..., Au, qui répondent à x, sont toutes 
positives, la formule (13) montre que l’on a f(x) > 0 
pour toutes les valeurs de x égales ou supérieures à 
xo+(mn—1)h; cette quantité est donc une limite supé- 
rieure des racines. Pareillement, siles quantités w5, Aus, 
Au, -.., Au, sont alternativement positives et néga- 
tives, on aura constamment f(x) > 0, ou constamment 
f(x)<o, pour les valeurs de x égales ou inférieures 
à Xo; donc, dans ce cas, x, est une limite inférieure des 


racines. 


158. SUBSTITUTION DE NOMBRES INTERMÉDIAIRES. — 
Quand on a calculé les résultats de la substitution des 
termes de la progression par différence 


. Lo — À, Los To + À, .. 


dans une fonction entière de x, si l’on veut avoir les ré- 
sultats de la substitution des termes d’une nouvelle pro- 
gression, telle que 
s%o —h, xo, To +, x +24, ..., 
on peut y parvenir en profitant des calculs déjà exécutés. 
nh 


è 
Supposons, par exemple, #— TS ELPOSONSX=Xo+ — 
10 


la formule (13) du n°156 donnera 


nh 
f(+ me) = 9 + NO) Aus + NO) Aus +... IN) Alu, 
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en faisant, pour abréger, 


nt) — ? (z—10)(7—20)...[r—10(#—1)] 


1203 NC ÈNTO. 

Nous emploierons la caractéristique 0 pour repré- 
senter les diflérences d’une fonction quelconque de 
la variable 7, relatives à un accroissement de 7 égal 
à 1. Alors N(* étant une fonction entière de x du 
degré k, sa différence kï*"° sera constante; on aura 


ainsi 
n/, 
Say (a sa =.) — JEN(4) Alg 2E de N(E+1) AËHiu, 2e OPEL dÆN(2) A" 0: 


Si l’on fait z—0o et que l’on désigne par dNŸ 
ce que devient alors 9#N(#, la formule précédente don- 
nera 


du, + dE NP) ANA üÿ DE INA TA) AË-+I EEE d'A N7 NES 
Au moyen de cette dernière formule on peut calculer 
duo, duo, ...,0"us, et avec ces valeurs on construira le 


tableau relatif aux substitutions nouvelles. On obüent 
ainsi les résultats suivants : 


duy —0,1 Aus, —0,045A?u, +0,0285 A8 u, — 0,0206625 At u, 
+ 0,01611675 Au, —..., 


d2U9 — 0,014?u9 — 0,009 4, 


+ 0,007725 Au, — 0,0066975 Au, + ,,,, 
du — 0,001 Au, — 0,0013Atu, + 0,0014025 Au —,.,,, 
d'u, — 0,0001 Atu, — 0,00018 Aus +..., 
d°Uy — 0,000011uU6 —..., 


qui suffisent jusqu'au cinquième degré inciusivement. 


S. — Alg. sup.s 22 
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Application à un exemple. 


159. Considérons l’équation du troisième degré 
x — 7x —- 7 — Die) 


les théories exposées dansle Chapitre précédent indiquent 
que cette équation a trois racines réelles, l’une négative 
supérieure à — 4, et les deux autres positives comprises 
entrer et 2; on arrive facilement aux mêmes résultats 
dans le cas dont il s’agit, par le moyen des substitutions. 
Substituons d’abord des nombres entiers; les trois nom- 


bres 
— 1, O0, I 


donnent les résultats 
+13, +5, +1, 


d’où l’on tire les différences premières 
ET: 6, Te 6, 


et la différence deuxième 


0; 


la différence troisième étant constante et égale à 6, nous 
formerons avec les résultats qui précèdent le tableau 
suivant : 


(*) Cette équation est l’une de celles que Lagrange a choisies pour 
exemples dans la Résolution des équations numériques ; elle se déduit 
de l’équation 2° + z°— 22 — 1 — o que nous avons considérée au n° 101, 

x — 2 





au moyen de la transformation z 


AL 
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x u Au Au A7 





— À —29 +30 —18 + 6 
— 3 + I +12 — 12 + 6 
— 9 +13 (e) — 6 + 6 
— 1 +13 — 6 0 + 6 

0 + 7 — 6 + 6 + 6 
+ I + I 0 +12 + 6 
+ 2 + I +12 +18 + 6 
+ 3 +13 PE Xe. Rs à 


Les valeurs deu, Au, ..., qui répondent à x — 1, sont 
positives; donc 1 + 2 ou 3 est une limite supérieure des 
racines, pareillement les valeurs de u, Au, ..., qui ré- 
pondent à x —— 4, sont alternativement positives et né- 
gatives; donc — 4 est une limite inférieure des racines. 
L’inspection du tableau montre que la racine négative 
est comprise entre — 4 et — 3, mais elle ne fait rien 
connaître à l'égard des deux autres racines; remarquons 
cependant que si nous n'avions aucun renseignement 
sur la nature de ces racines, les résultats précédents nous 
porteraient à penser qu’elles doivent être comprises, si 
elles sont réelles, entre 1 et 2, et nous serions ainsi con- 
duits à opérer de nouvelles substitutions dans l'intervalle 
de ces deux limites, comme la méthode de Sturm ou 
celle de Fourier en démontre la nécessité. 

Nous substituerons donc en deuxième lieu des nom- 
bres croissants par dixième entre # et 2. Les formules 


du n° 158 donnent 
du, —0,1Au — 0,045 A?u4 + 0,0285 Au, 
dy — 0,01A?46 — 0,0094 4, 


FEES 3 
9° Lo —= 0,001 À° Uge 
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Si donc on prend x,—1, on aura, d’après le tableau 
qui précède, 
HIHI, AU) 0, VAT) == LOU NAS RER 
d’où 
du,——0,369, dus —-+0,066, du, —+ 0,006. 


Nous remettons la caractéristique À au lieu de 9, et nous 
construisons le tableau qui suit, en partant des données 


L'EN OS UEFA, 000: 








Au —= — 0,369, Mu—+0,066, Au — + 0,006. 
x u Au Au Vu 

I ,0 + 1,000 — 0,369 + 0,066 .+ 0,006 
mnr + 0,631 — 0,303 + 0,072 + 0,006 
1,2 + 0,328 — 0,231 + 0,078 + 0,006 
15 + 0,097 — 0,153 + 0,084 + 0,006 
154 — 0,056 — 0,069 + 0,090 + 0,006 
150 — 0,125 + 0,021 + 0,096 + 0,006 
1,6 — 0,104 + 0,117 + 0,102 + 0,006 
119 + 0,013 + 0,219 + 0,108 + 0,006 
1,8 + 0,232 + 0,327 + 0,114 sels CS 
1,9 + 0,559 + 0,441 AA NE AE ce Cr 
2,0 + 1,000 ee 81e AU LU te DIET ASS 1 





On voit que l'équation proposée a deux racines posi- 
tives, l’une entre 1,3 et 1,4, l’autre entre 1,6 et 1,7. 

S1 l’on veut resserrer les limites de chaque racine, 1l 

faudra substituer des nombres croissant par centième. 

En prenant x, —1,3 on a, d’après le tableau précédent, 

Uyo——+ 0,097, Auy——0,153, Mu —+0,004, Aus — + 0,006, 


et l’on en conclut 


duo ——0,018909, duo = +0,000706, d'u — +0,0000c06; 
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prenant, en second lieu, xç— 1,6, on a 


UG— — 0,104, Au9 —+0,117, A?uy—<+0,102, Au — + 0,006, 


ce qui donne 
duy—= + 0,007281, d'uy—+0,000906, du, —+0,000006. 


Au moyen de ces résultats, on peut construire les deux 
nouveaux tableaux qui suivent, dans lesquels on a rétabli 
la caractéristique À au lieu de d. 





L u Au Au Mu 
1,30 | +0,097000 | —0,018909 | +0,000786 | +0,000006 
1,31 | +0,078091 | —0,018123 | +0,000792 | +0,000006 
1,32 | +0,059968 | —0,017331 | +0,000798 | +0,000006 
1,33 | +—0,042637 | —0,016533 | +o0,000804 | +0,000006 
1,34 | +0,026104 | —0,015729 | +—0,000810 | ......... . 
PAIE RO 000704010140 F00INEL EUR [Lite 
DO O 004044 1 er MR Un, Lille. 3408 . 

. u Au Mu Mu 
1,60 | —0,104000 | +—0,007281 | +0,000966 | +0 ,000006 
1,01 | —0,096719 | +0,008247 | +0,000972 | +0,000006 
1,62 | —0,088472 | +0,009219 | -+0,000978 | +0 ,000006 
1,63 | —0,079253 | +0,010197 | +0,000984 | +0,000006 
1,04 | —0,069056 | +o,o11181 | +—0,000990 | +0,000006 
1,05 | —0,057875 | +0,012171 | +0,000996 | +0,000006 
1,66 | —0,045704 | +0,013167 | +o,001002 | +o,000006 
1,67 | —0,032537 | +o0,014169 | +o0,001008 | +0,000006 
1,68 | —0,018368 | +0,015177 | +o,001014 | .......... 
D OONIE- 0200901091. 1240010108 LE 20 MANU Suis ses 


170 


+-0,013000 
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On voit que la première racine est comprise entre 1,35 
et 1,36, la seconde entre 1,69 et 1,70; il est évident 
qu'en poursuivant la même marche on pourrait calculer 
chacune de ces racines avec une approximation aussi 
grande que l’on voudrait. 


Méthode d'approximation de Newton. 


160. Lorsqu'une racine d’une équation est séparée, on 
peut resserrer indéfiniment, comme on vient de le voir, 
les limites qui la comprennent, ce qui permet d’obtenir 
la racine avec l’approximation dont on a besoin. Mais le 
calcul devient de plus en plus laborieux ; aussi n’emploie- 
t-on habituellement la voie des substitutions que pour 
déterminer les deux ou trois premiers chiffres, après quoi 
l’on arece”:=s, pour achever le calcul, à desméthodes plus 
expéditives. Parmi ces méthodes, on doit remarquer sur- 
toutcelle quiest due à Newton et que nous allonsexposer. 

Soit l'équation du degré m 


He) — O0, 


et supposons que l’on connaisse une première valeur 
approchée a de l’une des racines; si l’on désigne par a+u 
la valeur exacte de cette racine, on aura 


fla+u)=o 
ou 


f(a)+<f(a) HP (a) + +" (a) = 0 


d’où l’on tire 





f'(a) f'(a) re DfEtce Pro er 
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Si l’on néglige les puissances de w qui figurent dans le 
second membre de cette formule, on aura, avec une ap- 
proximation d'autant plus grande que u sera plus petit, 





; REA 
(2) _ 
et si l’on fait 
b—a— Ale 
J'(a) 


b sera une nouvelle valeur approchée de la racine. On 
peut appliquer le même procédé en partant de cette va- 
leur, et l’on en concluraune troisième valeur approchée 


f(6) 
F6) 


= b — 


et ainsi de suite. 

Telle est la méthode de Newton; elle permet, en gé- 
néral, d'obtenir promptement une très-grande approxi- 
mation, et il est aisé d'apprécier, dans chaque cas, le 
degré de rapidité avec lequel cette approximation aug- 
mente, en estimant la grandeur des termes négligés dans 
le passage des équations rigoureuses, telles que (1), aux 
égalités approchées dont on fait usage. 


161. Exemrze. — Soit l'équation x— 7x +7—=0 
déjà considérée au n° 159. Nous avons vu que l’une des 
racines est comprise entre 1,35 et 1,36; appliquons la 
méthode de Newton au calcul de cette racine, en partant de 
la valeur approchée a — 1,35; l'équation (1) devient ici 
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et l’on a 


Fix) =2$— 9x + 7, fa) = + 0,010375, 


SAPI=DE— 7; f'la) = —1,5325, 
l'y dE Le À ce 
NAS? = f"(a)=+ 4,05, 
L f" 2: D f" a)=+1; 

6 EPENT 6 (a)— Ù 


comme u est<T 0,07, il est facile de voir que, dans la 
précédente expression de u, la somme des termes enu? et 
en u# est positive et inférieure à 0,0003 ; si donc on pose 


.. 0,010379 


Rss 00050000: .. 


l'erreur commise sera moindre que cette limite. Nous 
prendrons pour deuxième valeur approchée 


b—1,3568; 
et l’on aura 
f(b) —=0o,00o14 15864 32, 
F'(b)=—1,47728 128, 


I 


SJ" (6) =+4,0704, 


# 
L'éey hs : 
4 (b)—=+1; 


on voit, à la simple inspection de ces formules, que f(x) 
devient négative pour x = b + 0,0001, d’où il résulte 
que la racine dont nous nous occuponsest comprise entre 
1,3068 et 1,3569. Si l’on désigne cette racine par b+u, 
on aura 
LAS RM AR E t 

2f (b) 6112) 





se * 
© 


la somme des deux derniers termes du second membre est 


re 
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positive et inférieure à 0,00000003 ; donc la formule 


fib) _o,00014 1586432 
DU on 





— 0,00009584... 


donnera la valeur de u à trois unités près du huitième 
ordre décimal, en sorte que la racine demandée a pour 
valeur 


1,3568955 


avec sept décimales exactes. 


Complément de la méthode de Newton. 


162. La méthode de Newton ne laisse rien à désirer 
sous le rapport de la simplicité, mais elle exige que l’on 
discute dans chaque cas le degré d’exactitude des résul- 
tats qu’elle fournit, et ainsi elle ne remplit pas la condi- 
tion qu’on doitimposer à toute méthode d’approximation, 
savoir, de donner simultanément une limite inférieure 
et une limite supérieure de la quantité qu’on veut éva- 
luer. Mais 1l est facile, comme on va le voir, de combler 
cette lacune sans altérer l’essence de la méthode. 

Soient æ et6 >> « deux nombres qui comprennent une 
seule racine x, de l'équation 


(1) f(x)= 0. 


. 
Comme nous supposons que cette équation n’a pas de 
racines égales, on peut admettre que les équations 
f'(x)—0o, f!(x)—o n’ont aucune racine comprise 
entre « et 6; s’il en était autrement, il faudrait resserrer 
les limites qui comprennent la racine x. Lorsqu'on ap- 
plique la méthode de Fourier à la détermination de ces 
limites, on est assuré que notre condition se trouve rem- 
plie, quand la suite des indices que l’on forme, confor- 
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mément à cette méthode, commence par Îles nom- 
bres 1,0, o. 

D'après notre hypothèse, f(x) change une fois de 
signe quand x croît de &« à6, mais f(x) et f(x) con- 
servent le même signe. Considérons la fonction 


Vie 
(2) p(z)=x— AE 
dont nous nous sommes déjà occupé au n° 143 et qui est 
croissante ou décroissante suivant que f(x) et f(x) 
sont de même signe ou de signes contraires. 

Si f(x)et f(x) sont de même signe pour x = @, 
la fonction p(æx) sera croissante de x — a à x =X0 et 
elle sera décroissante de x — xo à x — 6; le maximum 
de o(x) est donc (x) ou xs, et l’on a 


Zo >>y(a) et zo>>9(6), 


f(x) f(6) 
NE St Mn Eee PE CR 
To > & f'{a) € To > f'(8) 
Si, au contraire, f(x) et f(x) sont de signes contraires 
pour x —a, la fonction o{x) décroîtra de x =a« à 


ou 


x = Lo et elle croitra de x — x à/x — 6 Nen sOreIquE 
®(X0) ou x, sera alors un minimum; on aura donc 

f(a) J(6) 

To La — —— et Lo LÉ — 
F'(a) f'(6) 
Li 
Il résulte de là qu'en appliquant la méthode de Newton 
à l’une ou à l’autre des deux limites &« et 6, on obtient 
dans tous les cas des résultats qui sont tous deux en deçà 
ou au delà de la racine et qui, en conséquence, ne peu- 
vent fournir qu’une limite unique. 
Pour avoir une seconde limite, je considérerai la fonc- 

tion 


(3) | Y(x)= (x) —M(x—2}), 
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où M désigne une constante de même signe que le rapport 
Cu ; ; ; x: 
LL et dont la valeur absolue soit au moins égale à la 
T 
moitié de la plus grande des valeurs absolues que prend 
le même rapport, quand x croît de «à 6; d’après cela on 


pourra écrire 
AE 
(4) —— = 2M06, 
f'(x) 
© étant une fonction de x dont la valeur reste comprise 
entreoetr, pour les valeurs de x comprises entre œet6; 


je poserai en outre 
(5) ESF LR UE 


&) 
Nous avons vu (n° 143) que l’on a 


pizth)—e(z) _ fe) f(x) 


= 6, 


L f(x] 


e étant une quantité qui s’annule avec L; il en résulte que 
si l’on fait, pour abréger l'écriture, 


_ fr) S"(>) 





Ar AN E — 2M{x— x), 
la formule (3) donnera 
$ (x LL h) = ÿ(x) rates as 


k 


* 


n désignant une quantité qui s’évanouit avec h. 
En vertu des formules (4) et (5), la valeur de d'(x) 
peut s’écrire comme il suit : 


(6) de AT On as 
et il est évident que la fonction (x) est croissante ou 


décroissante entre les limites x =, x —6, suivant que 
d(x) est positive ou négative. 
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Cela posé, si f(x) et f"(x) sont de même signe pour 
x =, On a, comme on l’a vu plus haut, (x) << x0 pour 
les valeurs de x comprises entre «& et x,; cette inégalité 
équivaut à À 1; d’ailleurs, dans le cas que nous exa- 
minons, M est négatif, car f(x) et f'(x) sont de signes 
contraires pour x — a ; donc l’expression (6) deŸ'(x) est 
négative, et d (x) décroît quand x croît de & à Xo; on a, 
par suite, Y{xo)<Z'b(æ) ou 

To L'Y (a). 


M étant o, si l’on remplace x par 6 dans le second 
membre de cette inégalité, on aura à plus forte raison 


fa) 
f\a) 


S1 f(x) et f/(x) sont de signes contraires pour x = «, 





To La — — M(6— «)?, 


ces fonctions seront de même signe pour x—6; dans ce 
cas, on a, pour les valeurs de x comprises entre Xo et 6, 
(x) > Xo, Ce qui équivaut à À 1. Mais ici M est po- 
sitif; par conséquent W{x) est négative et d (x) est une 
fonction décroissante. On a a donc Y(xo) (6) ou 


zo >> Ÿ(6); 


en remplaçant x, par « dans 4(6), on aura, à plus 
forte raison, 
f\6) 
TX 6 DA TENTE M 6 sr, 2, 


Ce qui précède conduit à la règle suivante ; 


Soient æ& et 8>>a deux nombres qui comprennent une 
seule racine x, de l'équation f(x) = o et qui ne com- 
prennent aucune racine des équations f(x) =0, 
f(x) = 0; 2M un nombre qui ait le signe du rapport 
fe) 
Fa 


et dont le module soit égal ou supérieur au plus 
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grand des modules que prend le méme rapport quand x 
varie entre « et6. Si l’on désigne par a celle des deux 
limites «, 6 pour laquelle les fonctions f(x), f(x) 
sont de méme signe, et par b celle pour laquelle les 
mémes fonctions sont de signes contraires, ON aura Ces 
nouvelles limites de la racine x, 


fla) parte) —M{a—b}, 





d\— «4 — 


dont la première est précisément celle de Newton. Si la 
fonction f(x) varie dans le méme sens, entre les li- 
mites a et b, auquel cas f(x) conserve le méme signe, 
on pourra former le nombre M en divisant celle des 
deux quantités = f'(a), = f"() qui a la plus grande 
valeur absolue, par celle des deux f'(a), f'(b) qui a 


la plus petite valeur absolue. 


Le nombre M étant calculé comme nous venons de l’in- 
diquer, il est nécessaire, pour notre objet, que la valeur 
absolue du produit M (a —b }’soit inférieure à l’unité; si 
le contraire avait lieu, 1l serait indispensable de resserrer 
les limites de la racine, avant d'appliquer la méthode. 
Supposons que la valeur absolue de M soit comprise 


I I \ ; Be } 
entre —— et — > À étant un entier positif, nul ou néga- 
104—1 1 GA 


tuf, et que — soit la différence des limites primitives « 
10 

et 6 ou a et b. Au moyen de ces limites a et b on calcu- 

lera, comme on vient de le dire, les nouvelles limites &;, 

b,, puis de celles-ci on en conclura deux autres à, D», 


et ainsi de suite; si l’on pose généralement 
DO EST E 


pL1 


en sorte que £&, représente la valeur absolue de la diffé- 
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rence des limites àa,, b,, on aura 


I [ 
EC RER ne : — -— 
u Hi 102"+4? es rot +34? 





ER 


10” 


formules qui mettent en évidence la loi des approxima- 
tions successives. 


1463. Exempze. — Considérons l'équation 
Ti — 2x — 5 —= Oo, 


qui a une racine positive unique, et proposons-nous d’é- 
valuer cette racine. On a ici 


fr) = 2x 2x —5, 

fil = Bree, 
1 
= f(x) — 3x: 
on aperçoit de suite que f(x) est négative pour x = 2 
et qu’elle est positive pour x = 2,1; d’ailleurs f/{x) est 
positive. Nous ferons, conformément à notre règle, 


422 100 --2. 
At) 3% 
2f(x] 32 
sante et elle est égale à 0,6 pour x = 2; on peut donc 
poser M — 0,6. Les nouvelles limites ont pour valeurs 


la fonction est constamment décrois- 


0,061 
9 
11,23 





a —= 2,1 — b,—= a; — 0,006, 
et l’on peut prendre 

& — 2,00). 
On a ensuite 
0,005007375 


11,167075 


Aa = 23 099 — 2— A3 — 0,000022, 
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et l’on peut faire, en arrêtant le calcul à la cinquième 


décimale, 
a = 2,09456. 
Appliquons une dernière fois la méthode de Newton; 
on aura | 
ESPION ES 0,00011 50686 90816 


11,16154 47808 


b; — a; — 0,0000000003; 


en faisant la division indiquée, on pourra compter sur 
les neuf premières décimales, et l’on aura pour la racine 
demandée 


Lo = 2, 09455 1481 


à une unité près du neuvième ordre décimal, par défaut. 


Méthode d'approximation de Lagrange. 


164. La méthode de Lagrange a pour objet le déve- 
loppement des racines en fraction continue. 
Soit l’équation 


( I ) f(r)=A;x"+A; Ta A; Eee es ÉLee +A»h-: T-+AÀ,,—=0, 


et supposons qu'on ait constaté l'existence d'une ou de 
plusieurs racines positives comprises entre les entiers 
consécutifs a et a + 1; le cas des racines négatives se ra- 
mènera à celui des racines positives, en changeant x 
en — x dans l’équation proposée. On fera, conformé- 
ment à ce qui a été dit au n°1, 


I 
L—= A + cn 9 
li 


et l’on obtiendra la transformée en x, 


HUE PORN A) Li + AM—o; 


1 In —1 mn 


(2) fix) =A x + A+ 
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cette transformée aura autant de racines positives supé- 

rieures à 1 que la proposée a de racines entre a eta +1; 

considérons l’une d’elles et supposons qu’elle soit com- 

prise entre les entiers consécutifs a, et a; +1, on pôsera 
I 


Li—= A+ —) 
T9 


et l’on aura la nouvelle transformée 


— ) 2 
(3) (es) = APCE GRO REPARER 


laquelle aura autant de racines positives supérieures à! 


’ LZ L] I 
que la proposée a de racines comprises entre a + —et 
(441 


I 


Gite. «On peut poursuivre indéfiniment ces opéra- 





Cat 1 
tions et chacune des racines de la proposée qui sont com- 
prises entre a et a+ 1 se trouvera exprimée par une 
fraction continue 


dont les réduites à ,Ë,... fourniront des valeurs de 
Qi Q 
plus en plus appprochées. 
Quant aux transformées successives (2), (3), etc., cha- 
cune d’elles se déduit de la précédente par une règle uni- 


forme ; on a effectivement 





ft) = Sa (a+ nn) 


1_ Ja) 
= f,.(a,) + (du) Hess + Es 
Ja (a) Xp+1 fa «) CEE 112.720 
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et la transformée en x,,, sera 


4 Im 
1 7, (tu) (ay) 
D roteonmpn noue terne 3 


ainsi l’on aura 


LEA A ANR CEE EE RES 
L HAUTE 
Remarquons enfin qu’on peut toujours faire en sorte, si 
on le juge à propos, que l’équation proposée n’ait qu'une 
seule racine comprise entre deux entiers consécutifs ; car 
il suffira, pour atteindre ce but, de multiplier toutes les 
racines de cette équation par un nombre convenablement 
choisi; alors chacune des transformées (2), (3), ... 
n'aura qu'une seule racine positive et supérieure à 1. 


165. La méthode précédente serait d’une longueur 
rebutante dans la plupart des cas, si, en la proposant, 
Lagrange n’avait indiqué un procédé très-simple qui per- 
met de déterminer sans tâtonnement la suite des quo- 
tients &, &, &:, .…., lorsque quelques-uns des premiers 
termes sont connus. Voici en quoi consiste ce procédé. 

Soit : la (7 +1)" réduite de la fraction continue 


Iè 


formée avec les quotients a, a, ... (n° 2); la racine x 
dont cette fraction est le développement aura pour valeur 


Prtn + P,_ 
LEZ —————— 5 
Qÿæ> 1 Qt , 


(1) 


on tre de là 





RE, O1 Me Pr 


Vn — P, æœ Q, ni 2 


ou, à cause de 


PQ QE (—1}?, 
Qu: BE né i 


Q» Qu(Pr — Qu) 


S. — Alg. sup., L 23 





Tn + 
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Si l’on remplace x par chacune des racines x, x’, 
x”, .… de la proposée, il est évident que la formule pré- 
cédente donneralesracinescorrespondanteszx,, CR er 
transformée en x,; on aura donc aussi 


Qu-1 2 eu ; 
Q» Q,(P, 0,71 
" O2 12 (—1)7 


ln + ET Dane M 
. Qù Q» (P, — Q» HA K 


CE CRUEOELUEORS DCE CIPCECAIONS RCM CR OPONONORENQ AIT 


! 
Ty + 








et, en ajoutant ces dernières égalités, il viendra 
Qu NT Rs 
Q; Q,(P,— Q:z°) 
D 
Q,(P,—Q,zx”) Q:(P, — Qur a 


Mais, dans la transformée en x,, savoir 


(hat a+) + (mr) 


+. 


A 2" + ACRAR HE, 30, 
. A(n) 
la somme des racines est — NOË on peut donc remplacer 
0 


Aïe 4 4h 4 , 
LL + Lys PAT — Xn— ns » dans l'égalité précédente, 
0 


et si l’on fait en outre, pour abréger, 


1 l I 
A = —————— TE  — ER TT me 
Po PSE res ape Hs 
IT ASE LIT nn RTE | 
Qù Q 0e 
il viendra 
(2) D ee (LE 








enfin si l’on pose 


(3) En — (m—1) 





(es) 
OT 
©* 
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on aura 

(—1)—14 

= 0 
Q; 


En — qe 


IL 


CAE A à UN , , P 
Par conséquent, dès qu’on sera arrivé à une réduite 
7 
telle, que l’on ait 


(4) Q, > VE #A, 
l'erreur commise en prenant 
(5) ln — ee 


*. L( < . 
sera moindre que en valeur absolue, et si À a une va- 


leur suffisamment grande, on connaîtra directement, par 
la formule (3), le quotient entier a, contenu dans x». 
Cela suppose que À est connue; maisilest évident qu’une 
valeur médiocrement approchée de cette quantité suffit 


nm 


: Arr P : 
pour notre objet. Or les réduites — s’approchent rapi- 


Qh 
dement de x, et À diffère d'autant de moins de la quantité 
f I I 
pr AR M NN dit 


lime: TX 


M — 





que » est plus grand; on a d’ailleurs (n° 49) 


f'(X) I I I MALE , 





F\X) D EE FRS fer ns 


et, pour X=x+h, le premier membre de cette formule 
se réduit, à cause de f(x) — 0, à 





fx) 


expression qui tend vers la limite = quan d À tend 


rate) 
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vers zéro. On a donc 
as Et 
2H IE) 


et à la condition (4) on pourra substituer la suivante: 


M — 


(6) Q, > V+Æ4M. 


Désignons par £ la valeur approchée de x qui répond 
à Xy = En; On aura, d'après la formule (1), 


E er P; Êñ a pe , 
Q; 4 er 8 Pr 
d’où 
; — À 
(7) m—Ë— 


le second membre de cette formule (7) diffère peu de la 


quan tité 
— M 


aiQ;” 


laquelle donne ainsi la mesure de l’erreur commise quand 
on prend Ë pour valeur approchée de x. 

On peut conclure de là que, si le développement en 
fraction continue est assez avancé, la formule (3) don- 
nera non-seulement le quotient incomplet a,, mais en- 
corequelques-uns des quotients suivants, et l’on obtiendra 
ceux-ci en poussant le développement de £, en fraction 
continue jusqu’à une certaine limite qu'il est facile d’é- 
valuer approximativement. Pour cela, supposons qu’on 
ait réduit ?, en fraction continue et que l’on ait écrit les 
quotients obtenus à la suite de ceux qui ont été déjà 
trouvés; prolongeons au moyen de ces quotients la suite 


ne A RES 
des réduites, et soit - l’une d'elles. Il est évident que 


Q 
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P eue : 
G sera l’une des réduites de £; si donc on nomme à le 


, . è P' : 
quotient complet qui lui correspond et que G soit la 


, > ° , \ P 
réduite qui précède 6’ on aura 
 HPErE p' hp 
_ Qz+Q ©Q 
la formule (7) deviendra donc 


P a 2 


D hp 
p nr — M 


Li 


1 SUR è 
Q(Qu+Q)? 


Ë 








ou, à peu près, 


Soit maintenant 6 un nombre quelconque, et supposons 


le dénominateur Q de G tel que 


an QE. 
ET 





(9) Q< 


le second membre de la formule (8) sera inférieur en 


-I ESA 
CAE 


I 


2.Q° 


valeur absolue à 


al 


si l’on a 





il sera donc inférieur à 


I 2 


I I 
— + -<T- ou 6 > 
62 6 Æ 





y 
C2 


et, dans ce cas, — sera certainement l’une des réduites 


Her 0). 


s 
Q 
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! ù 2 P à 
On voit par là qu’à partir de la réduite 6. le déve- 
nr 


loppement de £, fournit les quotients nécessaires pour 
prolonger la suite des réduites, jusqu’à ce qu’elles aient 
environ deux fois autant de chiffres que celle d’où l’on 
est parti. Il faut cependant remarquer que cette conclu- 
sion peut être en défaut quand le quotient qui suit celui 
auquel on s'arrête n’est pas supérieur à 2. 


166. Exempze. — Considérons l'équation 
dd —7rxr+7—0, 


que nous avons déjà plusieurs fois prise pour exemple. 


On a 
f(r)= 2 — 7x +, 
TANT. 


ï 1 _— 
mu (m0 


af"(x) = 1. 


L'équation proposée a deux racines comprises entre I 
et 2; nous poserons 


I 
LT—= 1 + —)9 
Ti 


et nous aurons la transformée 
xi— fx + 3x, +1=0; 


celle-ci a une racine comprise entre 1 et 2 et une autre 
entre 2 et 3; nous considérerons d’abord cette dernière 
racine et nous ferons 
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on a 
falti)= x —4xi + Sum +x, 


J'i(m)= 3x — 8x +3, 
I 
= (æ1) = 37, — 4, 


ARE 


en remplaçant x, par 2 dans ces formules, on aura les 
coefficients de la transformée en x,; celle-ci est 


3 2 — 
CT HIT, —9%e 11 —0. 


La racine positive x, est comprise entre 1 et 2; on fera 


donc 


I 
T3 
on à 
Ja(xs) = Xi HT — 2% — 1, 


If = SEE + 2Xe — % 


I 
fa) — ts + I, 


1/14 
6 (2) Et 
et la transformée en x; sera 
te us DE: = EC — 1= O0, 


La racine positive est comprise entre 4 et 5 ; on fera donc 


I 
Z3 = À + É? 


on a 
falxs) = ri — Te — Â xs —1, 


F (as) = 3x2 — Gr, — 4, 


D on 
Ua (xs) — 33 — 8, 


g/s (a) = 2, 
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d’où résulte la transformée en x, 
æi— 207 —Or; — L—0; 


Maintenant l'opération est plus avancée qu'il n’est. né- 
cessaire pour pouvoir appliquer le procédé abrégé de 
Lagrange et déterminer les quotients sans tâtonnement. 
Formons d’abord les réduites qui répondent aux quo- 
Uents que nous avons obtenus 


La formule (2) du n° 165 donne, en l’appliquant ici 


au cas de n = 4, 





LPO 20 A 
Le Ts Alt 
Re a r PE) ; 
la quantité À diffère peu de M ou de So et 1l est 


aisé de s’assurer que M est inférieur à 3. La somme des 
: 3 20 . : AL x 
deux fractions — + — fournit le cinquième quotient 20; 
#) L( 


en outre, on a 


197, + À 
D === SEMILENENRS 


et si l’on prend pour x, la valeur 


3 143 
— +20—= ——» 
7 s. 


on obtiendra une valeur de x, savoir : 


2745 


2 
2023 
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dont l’erreur sera environ ——- — 0,0000002, et, par 
20?.14* 


conséquent, si l’on réduit cette fraction en décimales, on 
obtiendra un résultat dans lequel les six premiers chiffres 
décimaux seront exacts; on trouve 





2745 
— 1,3568a560..,. 
2023 ? 9909 1 
et les six premières décimales sont effectivement celles 
que nous avons obtenues au n° 161. 

S1 l’on veut poursuivre le développement en fraction 
continue, on fera 


I 
Tite, 20 EL 3 
Ty 





etl’on formeralaréduite » qui répond au quotient 3 ; 


8 
203 
puis, des équations 


Fire) mn Fr 207$ —OT, — 1, 


Fa) = 3x —4ox, —9, 


7 
fa) = 32 — 20, 
D om 
s/i(m)=t, 


on conclura la transformée en x3, savoir ! 
18175 — 391x— 4ox; — 1 —0; 
la formule (2) du n° 165 donnera ensuite 


14 391 A 
LAB : BEL 
3 203 181 3832” 








d’où il résulte que le sixième quotient est égal à 2; en 
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outre, on a 
384.73 + 19 
LT —— ;, 
2035 + AV 


et, si l’on prend pour x; la valeur 


20 300-M19701 
283 181 Bis23? 


on aura une valeur approchée de x dont l'erreur sera 
inférieure à 


3 
>< 083! 


Si l’on applique la même méthode au calcul des deux 
autres racines de l'équation proposée, on obtiendra les 
résultats suivants : 


I 
! 
æi— 7x +7—0, L'= I + —) 
…. 
13 12 ! n I 
a — 4x FAT +0, TV, = I + —)9 
1 1 1 1 2, 
13 r2 lLI—o PES. 
LT 0 =” 7 
x 37 fx! —1=o = +— 
PDT UT JO, Vi 7 
13 12 ! LES (ml . 
Ti— 207, %— OT;—-1—0; LÉ 
I 
/ 
2x"3— 9x" +7 —=0o, — 2" = 3 + 
Ti 
"3 #27 NECARg er QE 
Li 520 2, OT! les 0: LIL) 


On voit que les trois racines x, x’, x” conduisent à 
une même transformée, et, en conséquence, les fractions 
continues qui expriment ces racines se terminent par 
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les mêmes quotients; on a 
I ; I 
D æ'= 1 + 
I 
a PTT Se SE 


x; désignant la racine positive de l’équation 
LÉ — 20%! — OT, — 1 — 0. 


Nous étudierons dans la suite de cet Ouvrage les équa- 
tions qui possèdent cette propriété remarquable. 


167. Dans un Mémoire qui fait partie du tome 1°" du 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, Vin- 
cent a fait connaître une belle propriété des fractions 
continues, et il en a déduit, pour le calcul des racines 
réelles des équations, une méthode qui procède à la fois de 
celle de Lagrange et de celle de Newton; nous croyons 
devoir établir 1c1 la proposition sur laquelle repose cette 
méthode. 


Tuéorëme. — Zitant donnée une équation f(x) = 0 
qui n'a pas de racines égales, si l'on fait successivement 
LE SP TERRE D AR TOR LV = As + Le .……, 
TL: Le re 
@, &y, @, ... étant une suite illimitée de nombres en- 
tiers positifs quelconques, après un certain nombre de 
transformations, il arrivera toujours que les transfor- 
mées successives n'auront que des permanences ouqu’elles 

n'offriront qu'une seule variation. 
Le second cas se présentera si l’une des racines de 


364 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


l'équation proposée est la limite de la fraction continue 


I 
A + —— 
ï 
di Etre a ST 
Aa À) 
le premier cas aura lieu, au contraire, si aucune des 
racines n'est égale à cette limite. 


Pour démontrer ce théorème, formons les réduites de 
5 : tes P : 
la fraction continue (1), et désignons par 6. celle qui oc- 
nm 


cupe le (7 +1)" rang; le quotient qui répond à la 
4 4 B , 0 Fran , . . 
réduite — étant x,, il est évident que l’on obtiendra di- 


112 


rectement la n°" transformée en posant, dans l’équa- 
Hon AT) 0, 
(2) D PL Le him g 
Quart Q,. 
formule d’où l’on tire 
(3) Zn = Pr — Quir 
Q,:r—P, 

Soient «, 6,7, ... les racines de l’équation proposée, 
et &n, Ôns Yns +. les racines de la transformée; cette 
transformée sera, en écrivant x au lieu de x», 


(x—a,)(x—6,)(r—yn)...=0, 


et chacune des racines «,, 6», ... sera liée à la racine 
«, 6, ... correspondante par la relation (2) ou (3); on 
a donc 








Pre 
(4) a Qu 0 
Q2 Ps 
sus 
Q 


. , , e ES 
Si & est réelle et que les réduites =* convergent vers 
ñ = 


de à Pa” 


e 
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cette racine, 1l est évident que &, sera une quantité po- 
sitive; mais si les réduites Pa ont une limite différente 

n 
de «, quand » sera suffisamment grand, les différences 


Ps P 


RU NL mé MT 
Q9= < 


Q» 


seront de même signe, et en conséquence la quantité æ, 
sera négative, 
Si & est imaginaire, soit 


œ—p y Nes paqnvesr, 





on aura 
D SL! LATT 
_ ns 0e LA d 
Pr +9n ÿ—1 en s Qn Qx-1 j 
[OP LEE 
Q» 
et, en changeant /—1 en — —1, 
Pi 
RM Qe ATV 
Pn — InV—1 "+ 0 CS 
! Er 


en ajoutant entre elles les deux formules précédentes, on 
obtient 


Pr Pr 
— — I — p + qV—1 
Qui CETR Fey: 4 et L Qu 1 : { at 








Re CE n 
Q» P, P, 

D AN 1 = p +4 

G. qV- ne da À ln 
ou 

q° à Ë (Re+ =) [ass | L (a nn 
nu JE Qu Q» 0 L . 4 Q» (8 Ar 
lé rc co T0 COIN LOUE X IDD AU 0750) 
Q» Le —») AE q? 
Q: 


pour les valeurs de 7 qui surpassent une certaine limite, 
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NI TP Pense eue : 
la quantité > é “ à sera inférieure à g?, et l’on 
nm 


ra ete 
voit que p,, sera négalive. 

Si donc » est suffisamment grand et que la fraction 
continue (1) ne représente pas le développement d’une 
racine de la proposée, la ni°"° transformée n’aura que des 
racines de la forme— gou—g+h V—1, g étant posi- 
uf. Les facteurs du premier membre qui répondent aux 
racines réelles seront de la forme x + g et les facteurs 
réels du deuxième degré qui répondent à deux racines 
imaginaires conjuguées auront la forme 

a+ 2gx +(g? +); 
il est évident que le premier membre de notre transfor- 
mée, qui est le produit de tous ces facteurs, n’aura que 
des permanences. 

Il convient de remarquer que les racines réelles ou 
imaginaires des diverses transformées tendent de plus 
en plus vers légalité. Effectivement, si l’on divise la for- 
mule (4) par celle qu’on en déduit en changeant & et oy 
en 6 et 6,, on aura 











pe p? 
PET NS TERRrE 
En PE Qu : Q» = 
6h P; Pr 
ee re 
Q» Q>-1 
ce P . .. ; 
et comme —"— et —" tendent vers la même limite, on voit 
(GE Q; 
que l’on a 
: [e 4 
in — — 1. 
6n 


On arrive au même résultat en considérant la différence 
an — 6» Qui a pour valeur 


I (— 1)*{x— 6) 


An —0n = = 


ee) 
i Q? 
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ainsi, en particulier, si la proposée et les transformées 
successives ont des racines imaginaires, la partie imagi- 
naire de ces racines tendra vers zéro. 

Supposons maintenant que la fraction continue (1) 
tende vers l’une des racines &« de l’équation proposée. 
Alors la 7Ï°%€ transformée aura une racine positive unique, 
&n, Si n est suffisamment grand ; il est d’ailleurs évident 
que tout ce que nous venons de dire précédemment s’ap- 
fe) 


— 0. Par conséquent, dans 
2 om 


pliquera à l'équation 


le cas qui nous occupe, les racines de la transformée de 
rang 7, autres que la racine positive «,, pourront être 
représentées par 


— gite), —g(itHe), so —g(i+em si) 


g étant un nombre positif, et &4, €o, ..., Em_1 désignant 
des quantités réelles ou imaginaires dont les modules 
peuvent devenir plus petits que toute quantité donnée. 
Le produit des facteurs linéaires qui répondent à ces 
racines sera donc 


(5) (x+g)"1 = 2 (Egr”"2+ E, g° HIPES TRUE (a LE à 


E,, E», ..., Em, étant des coefficients réels qui peuvent 
devenir moindres que tout nombre donné. Posons 


r ‘sm La L'Ege — Go x —1 2e G; RE hs te Gore PET LU Gr gi; 








on aura 
Go—1, Gi —=1 
et 
Grs _ mm : 
G MIT FH 


l'expression (5) se réduit alors à 


(6) Goz "+ (Gi +E)gr "+... + (Gi + Em )g "tt, 
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et l’on pourra faire 





Crete ne 
Pre D + €p+1 — 


m 
= — —1+e} 
Gz +Ez C: RE DE 


exz1 étant un nombre réel qui peut devenir moindre que 
toute quantité donnée en prenant 7 suffisamment grand. 
Désignons maintenant par (À — 1) g la racine positive de 
notre transformée ; il est évident que cette transformée 
s’obtiendra en égalant à zéro le produit du polynôme (6) 
parx—(À—1)g; on a, à cause de G, —=1, 


m m 
x" +4 (° + € 1) Gogr "+ (2 + € 1) (Gi HE) gæ"—? LEURS 





m 
Le = PET Em à (Ge +E,_ ) gi _ 


TR (À qe 1) DEEE me Érni20 — O. 


Le premier terme de cette équation a le signe + et le 
dernier terme a le signe — ; d’ailleurs, les quantités e;, 
Go, +. Eu, Es, ... peuvent être supposées aussi petites 
que l’on voudra, et, si le coefficient de l’un des termes 
compris entre le premier et le dernier est nul ou négatif, 
il est évident que tous les coefficients qui suivent seront 
négatifs. L’équation (7) n’a donc qu’une seule variation, 
ce qui achève la démonstration du théorème énoncé. 

Ainsi que l’a montré Vincent, le théorème précé- 
dent suffit pour opérer la séparation des racines, sans 
que l’on soit obligé d'en déterminer le nombre a priori, 
ou de leur assigner des limites, pourvu qu'’afin de s’épar- 
gner des essais inutiles on fasse un usage convenable du 
théorème de Budan; mais nous renverrons au Mémoire 
de l’auteur, pour le développement de cette méthode. 
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Du calcul des racines imaginaires. 


168. La méthode qui a été exposée au n° 147 permet 
non-seulement de séparer les racines imaginaires d’une 
équation, mais encore de resserrer indéfiniment les limites 
qui comprennent, soit la partie réelle de chaque racine, 
soit la partie multipliée par l'imaginaire i où ÿ—1. 

Lorsqu'une racine imaginaire est ainsi connue avec une 
certaine approximation, on peut en obtenir des valeurs 
de plus en plus approchées au moyen de la méthode de 
Newton, qui n’est en aucune façon bornée au cas des ra- 
cines réelles. Effectivement, si z, est une première valeur 
approchée d’une racine simple z de l'équation 


(x) HR Lee 0 


et que z, + w soit la valeur exacte de cette racine, on 
pourra poser 


F0) + 0 Po) + LE Pa) +0, 


d’où 


et l’on aura, avecune approximation d'autant plus grande 
que le module de x sera plus petit, 


f(x). 

F'(20) 4 

mais 1l sera nécessaire d'examiner, dans chaque cas, le 
degré d’exactitude que peut fournir la précédente for- 
mule, et cette discussion ne sera pas toujours exempte 
de difficultés. 


Posons 


U = — 


Zz=x+éY, flz)=v(x,r) +ib(x,r), 


et désignons par xo + i}0 la valeur approchée z, de la- 
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quelle on part : le problème dont nous nous occupons a 
pour objet de calculer l’une des solutions réelles (x, ») 
des équations simultanées 


(2) p(m7)=0, par) —o, 

connaissant des valeurs approchées x, et y, de x et y; 
or je dis que la même méthode peut être appliquée aux 
équations (2), quels que soient les polynômes o(x, y) 
et Y(x, y). Désignons en effet par 


T—=T+E, Y—=Yo—+Nn 


les valeurs de x et de y qu’on se propose de calculer : 
on aura, en employant ici la notation dont nous avons 
déjà fait usage au n° 89, 

(er) = o(ro Yo) + ED (0 Jo) + nD;9(To, Jo) ++. 
Ÿ(x,7) = (To Yo) + ED: Ÿ (To, Mo ee nD,Ÿ(xo; Yo) DLTT 

S1 donc £ et x sont des quantités assez petites pour qu’on 


puisse négliger leurs carrés et leur produit, on aura 
approximativement 


ED, p(o, Jo) +nD,9(x0, Yo) = — p(To To); 
EDeŸ (to Jo) +nD,% (0, Jo) = — Y (Too) 
d'où 
ses p(ToYo) D, Ÿ (Lo Yo) — AE ; 
æ P(To: Jo) Dr Ÿ (To Yo) — r P(Tos Yo) DxŸ (To; Jo) 
ne ÿ (To Yo) Dr 4 (To; Yo) — pi D, Ÿ(x0, Yo) ; 
(To Yo) Dr Ÿ(Xo, Yo) — D ,p(xo; Jo) D, (2,510 


il est évident que ces formules ne pourront être d'aucun 
usage, si la solution que l’on considère est une solution 
multiple des équations ): 


169. La méthode que nous venons d'indiquer exige 
des calculs très-laborieux et, au lieu de l’employer, il 
sera souvent plus simple de recourir à l'élimination, 
comme on va le voir dans l'exemple suivant. Proposons- 


SECTION I. — CHAPITRE VII. 371 
nous de calculer les racines de l'équation 
(1) Z*— z+1—=0, 


qui toutes les quatre sont imaginaires. Si l’on pose 
z—=x+7yV—1, cette équation se décomposera dans les 
deux suivantes : 


(2) (ef — 4e) — (4x + x —1)=0, 
(3) Jr (2?) +1]— 0, 


et en supprimant de l'équation (3) le facteur y, on aura 


(4) PER 
portant ensuite cette valeur de y?— x? dans l’équa- 
tion (2), il viendra 
G4x$ — 162? — 1 —0; 
enfin, si l’on pose 


(5) =", 


2 
cette dernière équation deviendra 


Les substitutions donnent les résultats suivants ! 


t M —ht—1 
2 — I! 
3 +16 
DUR — 0,139 
262 + 0,848 
DATA — 0,046069 


2,12 + 0,048128 
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d’où 1l suit que la seule racine positive £ est comprise 
entre 2,11 et 2,12. Une première application de la mé- 
thode de Newton donne les nouvelles limites 2,1149 et 
2,1100; une deuxième application fournit la valeur 
2,11490754 avec huit décimales exactes. La formule (5) 
donne ensuite, avec le même degré d’approximation, 


bé 0 72415008 
enfin la formule (4) donne les valeurs 
y =Æo0,43001425, 
7 = Æ 0,93409929; 
on a ainsi, pour les racines demandées, 
2= + 0,72713603...—0,43001425...V—1, 
2— — 0,72713603...—0,93409929...V—1, 


nes A 
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SECTION IT. 


. LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 





CHAPITRE PREMIER. 


THÉORIE DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES, 





Des foncuons symétriques. 


170. Lorsqu'une fonction de plusieurs quantités ne 
change pas quand on échange entre elles, de toutes les 
manières possibles, les quantités qu’elle renferme, cette 
fonction est dite symétrique. Nous ne nous occuperons 
ici que des fonctions symétriques rationnelles. 

Les coefficients d’une équation algébrique sont des 
fonctions symétriques des racines de cette équation; ce 
sont même les fonctions symétriques les plus simples, 
en ce sens que chaque racine n’y figure qu’au premier 
degré. S'il s’agit, en effet, de l’équation 


x” + px"! 1e Habite ts sf + Pm—1 TX + Pr — O, 


et que a, b,c,..., k, l désignent les m racines, on sait 


que l’on a 
a+O+c+.. ++ p;, 


ab+ac+...+ Al —p;, 


Nous allons montrer comment on peut trouver l’ex- 
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pression d’une fonction symétrique et rationnelle quel- 
conque des racines d’une équation, et cette recherche 
nous conduira à ce théorème important : 


Toute fonction rationnelle et symétrique des racines 
d’une équation peut s'exprimer rationnellement par Les 
coefficients de cette équation. 


Examinons d’abord à quoi peut se réduire la recherche 
de la fonction rationnelle etsymétrique la plus générale. 
Toute fonction rationnelle non entière est le quotient de 
deux fonctions entières, en sorte qu’il n’y a lieu de s’oc- 
cuper que des fonctions symétriques entières. En outre, 
toute fonction symétrique entière non homogène est 
la somme de plusieurs fonctions symétriques homo- 
gènes; tout est donc ramené à établir des règles pour 
calculer les fonctions symétriques rationnelles entières et 
homogènes; enfin, une pareille fonction symétrique en- 
tière et homogène peut contenir des termes où les expo- 
sants des lettres, tout en ayant la même somme, ne 
soient pas égaux chacun à chacun : dans ce cas, la fonc- 
tion est la somme de deux ou d’un plus grand nombre de 
fonctions symétriques de même degré, mais différentes, 
et que nous calculerons séparément. De tout cela il ré- 
sulte que nous pouvons nous borner à considérer les 
fonctions symétriques rationnelles, entières et homo- 
gènes, telles que les exposants deslettres soient les mêmes 
dans deux termes quelconques; toute fonction de cette 
espèce sera définie si l’on donne un seul de ses termes, 
ainsi que toutes les lettres qui entrent dans sa compo- 
sition. Cela posé, nous appellerons fonction symétrique 
simple ou du premier ordre une fonction symétrique 
rationnelle, entière et homogène, dont chaque terme ne 
contient qu'une seule lettre; fonction symétrique double 
ou du deuxième ordre celle dont chaque terme renferme 


ui dome “or 7‘, -n. 


te nus 
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deux lettres, et ainsi de suite. Les fonctions symétriques 
simples de plusieurs quantitésnesontautre chose, comme 
on le voit, que les sommes des puissances semblables de 
ces quantités. 


Formules de Newton pour le calcul des sommes de 
puissances semblables des racines d’une équation. 


171. Soit l'équation 
Er Pire PO PAT Hess + Pn1T + Pm—O; 
que nous représenterons aussi, pour abréger, par 
XF RS Q;, 
et dont nous désignerons par a, b, c,...,k, [les m ra- 


cines. Soit, en outre, X’ la dérivée de la fonction X ; on 
aura 


X'=mattt(m—i) pr. + 2pn ot + Dmi. 


On a aussi, par un théorème connu (n° 49), 


FE He Roi 
D C2 TX — 0 Ra Nr RS 


QUE 











3 


et l’on trouve, par la division, 





X = x") re a? am—3 + aÿ RES ie 77m 
THON A 
TP: +pP1a +p1® + par 
pe +p24a + pau" 
+3 En ae she 
+ D rn—24 
+ Pm—1° 


Si, dans cette dernière équation, on remplace a succes- 
sivement par chacune des autres racines, et qu’on fasse 
généralement 


Sn=at+bt+ct+,, + AT +E, 
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on aura, en ajoutant tous les résultats, la valeur sui- 
vante de X'’ 


IT nn — _ ae 
XmrN is, [enr sommes, || Tr RER 


+ MP; —- Pis + Pise + P1Sm—2 
+ MP: + Pos: + PaS ms 

+ MP; NE 

Su Là Pn—2$1 

+ MP m1 


La comparaison de cette valeur de X’ avec celle écrite 
plus haut fournit les relations suivantes : 


Si + Pi = O0, 
S>+ P1 81 + 2 Pa —— O, 
(1) À S3+ Paso Pas + 3p3= 0, 


L Sm—1+ Pi Sms + Pa 5ms ee Pme SM —1) Pr = 0e 


La première de ces formules fait connaître s, ou la 
somme des racines, la deuxième fait connaître s, ou la 
somme des carrés des racines, et ainsi de suite, jusqu'à 
la dernière qui fait connaître s»_,. On trouve de cette 
manière 


Sy —"— P1» 

S2—=Pi —2Pr 

$3—=— Pi + BPiP:—3P3 

S,=Pi—4PiP:t A PaPs+2P3 — ps, 
S8—=—Pit+SPiPa—Spips— D (p3—Pr)P1 +5 (P2P3— Ps) 


ete te 0 00 0e 0 ee © » 9 0 9 »e »? e © s'en © D 5 e.0 9 eU0)0: ve 2 eo" 2) pra lete se 


Voicimaintenantcomment on peutobtenir les sommes 
de puissances semblables, dont le degré surpasse mn —1, 
et celles dont le degré est négatif. Soit zun nombre en- 
ter positif nul ou négatif, et multiplions l'équation pro- 
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posée par x”; elle deviendra 
DÉTENTE HAN + parti, +pm atHibp, x" = 0. 


Remplaçons successivement x par chacune des racines 
a, b, c,..., et ajoutons tous les résultats ; on aura 
Sm+n + P1Sm+n1 + P2Sm+n-2+ + 00 + PmA1Sn#1 FT PmSn —= 0: 
£n donnant à 7 les valeurs o, 1, 2, ..., et observant 
que s = m, on obtient les relations suivantes : 

Sm +HP1Sm1 FT P2Sm-2 +. °F Pm181 + MPm = 0, 
(2) Smh1i + PiSm HFPeS8mit ee EPm182+PmS = O0, 


Sm+2 + P1Sm+1 + P25m Has dre + Pm183 + PS2 0 


? 


Les sommes 54,52, «++, $m_1 étant connues par les for- 
mules (1), la première des formules (2) déterminera 5», 
la deuxième 5,41, et ainsi de suite. 

Ilimporte de remarquer que les valeurs des sommess,, 
S>, .… ne contiennent dans leur expression aucun dé- 
nominateur, et que si les coefficients p, pe, ... sont des 
nombres entiers, les sommes 5,, 5, .. sont aussi des 
nombres entiers. 

Réciproquement, si l’on connaît m sommes de puis- 
sances semblables, par exemple 5,, 5, ...,5», On pourra 
déterminer les coefficients p4, pe, .… à l’aide des for- 
mules (r1)et(2), qui ont été données, pour la première 
fois, par Newton. 

Pour calculer les sommes de puissances semblables 
des racines à exposants négatifs, il suffit de donner au 
nombre 7, que nous avons introduit, les valeurs succes- 
sives —1, —2, —3,...; mais, à l'égard de ces sommes 
de puissances négatives, le moyen le plus aisé de les 
trouver consiste à changer x en : dans l’équation pro- 


posée, et à calculer ensuite les sommes de puissances 
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semblables à exposants positifs des racines de l'équation 
transformée. 

On peut remarquer qu’en appliquant les formules (1) 
et (2) au cas de l’équation binôme x”—1=—0, on re- 
trouve immédiatement les résultats que nous avons ob- 
tenus au n° 106 par une voie différente. 


Usage de la division algébrique pour le méme objet. 


172. On peut employer, pour calculer les sommes des 
puissances semblables des racines d’une équation, une 
autre méthode qui n’exige qu’une simple division algé- 
brique. Soit toujours 

AT :D 
une équation ayant pour racines a, b,c,..., k, L. Si X’ 
représente la dérivée de X, on a, comme précédemment, 
bc I I I 


Ne one DT EE MAS UE 











La fonction est développable en une série con- 


vergente ordonnée suivant les puissances négalives et dé- 
croissantes de x, pour toutes les valeurs de x dont le mo- 
dule est supérieur au module de a; on trouve, par la 
division, 


2 


[| a # 
Mes fers Ÿoa DÉS ra à A 
LE —« TI re S# 


I 





donc, en remplaçant successivement a par chacune des 
autres racines, et ajoutant ensemble tous les résultats, 
on aura 


X' _m S S9 

Rene eo 
où 

TX 


Si $2 
=Mm+ ++... 
va XX” 


X 





PRE PT D 


Lee éotintéins 20 sé 


ENT 1 


nn mnt es ‘ot “th tue à ue à TS Sn dd 
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Pour le calcul numérique, 1l sera plus commode d’é- 


{ AN I 
viter les exposants négatifs : on changera alors x en —> 


=, 


; X: Z , 
et la fraction — prendra la forme 2° Z, et Z étant des 


fonctions entières de z; on aura 


Zi? . 
La GUN TL Le tot 09 
et l’on obtiendra toutes les sommes s,, 5, ..., par la 


division des polynômes Z, et Z que l’on ordonnera sui- 
vant les puissances croissantes de z. 

On peut trouver de la même manière les sommes s$_;, 
S_2, .., des puissances semblables à exposants néga- 





üfs. Effectivement, la fonction - 


est développable 


en-série convergente ordonnée suivant les puissances 
croissantes de x, pour toutes les valeurs de x dont le 
module est inférieur au module a, et l’on trouve, par la 
division, 





L I be x? 
= =-(1+5+5+.); 
donc, en remplaçant successivement a par chacune des 
autres racines et en ajoutant les résultats, on aura 

AR À 

ie Sn HS TH SH 
On obtiendra donc les sommes $_,, $_», ..., en ordon- 
nant les polynômes —X'et X suivant les puissances 
croissantes de x et en effectuant ensuite la division du 
premier polynôme par le second. 

Le principalavantage de cette seconde méthode, fondée 

sur la division algébrique, consiste en ce que l'on peut 


. 2 dti 
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en déduire facilement, comme on le verra plus loin, 
l'expression générale de s, ou de s_, en fonction des coef- 
ficients de l'équation proposée. Les formules de Newton 
ne conduiraient que péniblement au même résultat. 


Détermination des fonctions symétriques doubles, 
triples, etc., des racines d’une équation. | 


173. Les formules établies au n° 171 permettent de 
calculer successivement les fonctions symétriques dou- 
bles, triples, etc., des racines d’une équation. 

Soient a, b, c,...,k, [les m racines d’une équation 


X—0 


de degré m, et considérons une fonction symétrique 
double, dont un terme soit a*bf; la fonction dont il s’a- 
git étant déterminée quand on en connaît un terme, nous 


la représenterons, pour abréger, par Ÿ a*b$, et nous 


continuerons de désigner par s, la somme des puissances 
œièmes de toutes les racines. 

Cela posé, si l’on multiplie entre elles les deux som- 
mes s, et $, on obtiendra un produit qui sera évidem- 


ment la somme des deux quantités 5,,6 et Ÿ at; on 


a donc 
(1) Ÿ GE sasg — suus. 


On voit que toute fonction double > a* b$ est expri- 


mable, sous forme rationnelle et entière, par les coeffi- 
cients de l’équation proposée, puisque 5, se et s,,6 le 
sont; en outre, si les coefficients de l'équation sont des 


nombres entiers, ÿ a* b® sera aussi un nombre enter. 


om vs TL 
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La formule (1) n’a plus lieu quand 6 == x; on voit, en 
effet, que si 6 devient égal à «, les termes de D a“ b$ 
seront égaux deux à deux, en sorte que cette quantité 


se réduira à 2 Ÿ a“ b®: on a donc 


(2) Yates) — sa]. 


En remplaçant s, et s,, par leurs valeurs, on ob- 
tendra une expression de Ÿ a*b* qui ne contiendra plus 


le dénominateur 2. Cette proposition n’est pas évidente; 
mais nous ne nous arrêterons pas 1c1 à l’établir, parce 
qu'elle résultera, comme on le verra plus bas, des mé- 
thodes proposées par Waring et par Cauchy, pour la 
détermination des fonctions symétriques des racines 
d’une équation. 

Une fonction symétrique triple, qui renferme le terme 


a b$c', pourra être représentée par » a*b5 ct. Si l’on 


multiplie la fonction double Ÿ a*b$ par s,, on trouvera 


pour produit 


Ÿ « b6ct as Ÿ arts + Ÿ a bô+t ; 
on a donc 


Vas DATE D x bS+Y, 
nd LS À 


Cette formule fait connaître la fonction triple Ÿ a b6c, 


car le second membre ne contient que des fonctions dou- 
bles que l’on sait calculer. Si l’on veut avoir l'expression 
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de la fonction triple, au moyen des sommes de puissances 
pie à 

semblables, il suffira de remplacer les fonctions doubles 

par leurs valeurs connues; on trouvera ainsi 


| ( 3) ) ab 5,568, — Sat 54 — SatySe — SE Sert 2Ser6rn 


et l’on voit que les fonctions triples s’exprimeront comme 
lés fonctions simples et doubles, sous forme rationnelle 
et entière, par les coefficients de l’équation proposée. 
La formule (3) ne subsiste pas, si deux des exposants 
ou tous les trois deviennent égaux entre eux; mais on 
peut en déduire aisément les valeurs des deux fonctions 


Ÿ ets et d'atre, 


On voit, en effet, que si 6 devient égal à +, > a* b ct 


se réduit à 2 Ÿ abc et à 2.3 » a*b®c", si en même 


temps y devient égal à «; on a donc 


I 
(4) Ÿ arbre & (58 Sy — San Sy — 25a+7$a + 22e) 


et 


(5) da 


En suivant la même marche, on calculera successive- 
ment les fonctions du quatrième ordre, puis celles du 
cinquième, et ainsi de suite. Îlest presque superflu d’a- 
jouter que, quandon aura calculé, en général, l'expression 
d’une fonction symétrique entière et homogène du n'°"° 
ordre, six exposants deviennent égaux entre eux, 1l fau - 
dra diviser par 1.2.3... u la valeur qu’on aura trouvée. 


(Sa — 3Sou Sa + 253a) 


OI 
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On voit par là que toute fonction symétrique entière 
et homogène des racines d’une équation peut s'exprimer 
rationnellement par les coefficients de cette équation, et 
que la même chose a lieu, d’après les remarques faites 
précédemment, pour une fonction rationnelle et symé- 
trique quelconque. 


Methode de Waring pour calculer une fonction 
symétrique rationnelle et entière des racines d’une 
équation. 


174. Waring a indiqué, dans ses Meditationes alge- 
braicæ (!), une méthode par laquelle on peut former 
directement l’expression d’une fonction symétrique et 
entière quelconque des racines d’une équation en fonction 
des coefficients de cette équation. Nous allons faire con- 
naître 1c1 cette méthode, qui, dans un très-grand nombre 
de circonstances, devra être préférée à celle que nous 
venons d'exposer. 


Soit l’équation 
aies on Pi Fit Hi Pa LU Cr + Pi La + Pin — O, 
dont les m racines sont 
CCR CNRS RUE 


et supposons qu'il s'agisse de trouver la valeur d’une 
fonction symétrique et entière V de ces racines. 

Pour plus de clarté, il convient d'imaginer que l’on ait 
ordonné la fonction V de la manière que nous allons in- 
diquer. Désignons par «& l’exposant de la plus haute puis- 
sance à laquelle se trouve élevée chaque racine, et, en 








(*) Editio tertia, p. 13. 
Je — Alg. SUPe3 I 25 
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particulier, la racine a dans V ; par 6 l’exposant de la plus 
haute puissance à laquelle se trouve élevée la racine b 
dans la partie de V qui contient le facteur a*; par y l’ex- 
posant de la plus haute puissance à laquelle se trouve 
élevée c dans la partie de V qui renferme le facteur a°b°; 
et ainsi de suite, en sorte que À désignera finalement l’ex- 
posant de la plus haute puissance de / dans la partie de V 
qui contient le facteur a*b%c*...k*. D’après cela, la fonc- 
uon V contiendra un terme de la forme 


Aatb5ct... A, 


auquel nous assignerons le premier rang; À est une 
constante donnée; 1l se peut que quelques-uns des ex- 
posants 

COLE ON NI P 


soient nuls ; en outre, chacun de ces exposants peut être 
égal, mais non supérieur au précédent. Je dis, par exem- 
ple, qu'on ne peut avoir 7 >6; en effet, la fonction 
symétrique V qui renferme le terme Aa*b°c... k*l? 
contient aussi le terme Aa*b'cf... Kl, qui se déduit 
du premier en permutant les lettres à et c; or, si l’on 
avait y >> 6, 0° ne serait pas, comme nous l’avons sup- 
posé, la plus haute puissance de à contenue dans la partie 
de V qui renferme le facteur 4*; donc on a nécessaire- 
ment y<C6 ou y— 6. Ce raisonnement s'applique évs 
demment aux autres exposants. 

Le premier terme de la fonction V ayant été fixé 
comme 1l vient d’être dit, nous appliquerons la même 
règle à la détermination du rang de chacun des autres 
Lermes, et nous écrirons 


Ne A at D CPR EEE 
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Cela posé, on a 


(—nn= 
(in &, 
(—1}p3 = Ÿ ar, 


LD es — D AOF 
(—1)"p}n = abc... 
S1 l’on élève ces égalités aux puissances 
Gi 0, 20%), 7 À, À 
respectivement, qu'on en fasse ensuite le produit et 


qu'on multiplie enfin de part et d'autre par À, le premier 
membre de l'égalité résultante sera 


Pr a+6+ +... + a—6 ,6— x—À À 
A | 1) P4 2 UTILE TARA 


Nous le représenterons, pour abréger, par P; quant au 
second membre, ilsera une fonction symétrique des lettres 
a, b,c,...,k, l, et, si nous l’ordonnons de la même 
manière que V, il est évident que son premier terme sera 
Aa°b$c*...k* l}: on aura ainsi 

P—Aabfa.,.. HE... 


En retranchant la seconde des fonctions symétriques V 
et P de la première, on obtient une nouvelle fonction 
symétrique V,, telle que 


V—P—V.. 


S1 l’on opère sur V, comme on a opéré sur V, on ob- 
tiendra une troisième fonction symétrique V>, telle que 


Vi—P,= Vi; « 
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P, désigne une quantité analogue à P, et qui est, comme 
celle-ci, le produit d’une constante par diverses puis- 
sances des coefficients p, Pa: ..., Pme 

En poursuivantces opérations, on voit qu’on obtiendra 
une suite de fonctions symétriques 


V;, V>, vs Pre Vus; Vus 


telles que 
V — P me 
Va Bi =V3, 
Vo — Po = V;, 


Vi — Pre — Vy1 
Var — Pos = Vu; 


chacune des quantités P, P,,..., P, est le produit d’une 
constante par diverses puissances des coefficients p,, 
P2,s :-., Pm. En outre, si l’on imagine une fonction 
entière U formée des premiers termes des fonctions V, 
V,,..., V, et ordonnée de la même manière que ces fonc- 
tions, ilest évident, d’après le procédé que nous avons 
suivi, que le premier terme de l’une quelconque des fonc- 
tions V,, V:,..., V, occupera, dans Ü, un rang supérieur 
au rang du premier terme de la fonction précédente. Or 
le nombre des termes susceptibles d'occuper, dans U, 
un rang supérieur à celui d’un terme donné est nécessai- 
rement limité; donc, dans la recherche des fonctions V,, 
V:,..., on finira toujours par arriver à une constante, et 
alors l’opération sera terminée. Supposons, d’après 
cela, que V, se réduise à une constante; 1l viendra, en 
ajoutant les égalités précédentes, 


V — PHP, +Pit.. HP HN, 


formule qui fera connaître l'expression de la fonction 


API TR T3 
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symétrique proposée V en fonction des coefficients p;, 


DR Dre 

On peut conclure de là que toute fonction entière et 
symétrique V des racines d’une équation est exprimable 
rationnellement par les coefficients de l’équation, pro- 
position que nous avons déjà établie (n° 173); mais on 
voit, en outre, que si les coefficients de l’équation sont 
des nombres entiers, ainsi que ceux qui multiplient les 
différents termes de V, la valeur de cette fonction V 
sera également un nombre entier. 


175. Exeweze 1. — Zitant donnée l'équation 
DU EE par + per I +. + pm T + Pm = 


dont a, b, c,d,e,f,...,k, l sont les racines, on de- 
mande la valeur de la fonction symétrique 


Vi Ÿ & b?e. 
Posons, conformément à la théorie précédente, 
sou =Y a. Ÿ ab. Ÿ abc 
=NS b?c + D bcd + 3 Ÿ a b? ec? + 8Y « bed 


+ > Y a? bcde + Go Ÿ abodef 


on aura 


V—P=V, —— 3 Ÿ a bed — 3 Ve b? c? — 8 Ÿ ae 
—r122 Ÿ a bcde — 60 Ÿ abedef: 


L 
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faisons, en second lieu, 


2 
P,=— SPP, = — 3 DA Ÿ abea 
ke 
= — 8 Ÿ «bol 6 ab?cd —2 a? bcde — 0 Ÿ aveu 
SAUMEN UE 
on aura 
Vi—P,=V, =— DYAL ES » Va b?cd 
+ SY « bode + 30 Ÿ abcdef ; 


faisons, en troisième lieu, 


2 
Pa=— 3p; ——3 | Ya | 


amd 


— — 3 DE —6Ÿ a bed I SŸ atbde — 60 Ÿ « bcdef, 


on aura 
VRP =V, = 4Y « b? cd + 23 Ÿ bcde + 90 À «bed; 


faisons, en quatrième lieu, 


PAT ni — 4 ab.Ÿ abca 
== 4ÿ & b?cd + 16 Ÿ « bcde + 60 Ÿ abedef; 


Or aura 


VPN, = 7 Ÿ « bcde +- 30 Ÿ abcdefs 


SECTION IT. — CHAPITRE I. 391 


faisons, en cinquième lieu, 


PDP: — "7 Ÿ a. Ÿ abede — D bcde + 42 Ÿabcdey. 


on aura 


V, — Le Rs Vs = — 12 Ÿ abcdef 
si enfin on fait 


P;,=—12p; —=— 12 À abodef, 


on aura 
V: — P, NE E 


Ici l'opération est terminée et l’on a cette valeur de V, 
NV = P1 Pa Ps — 3pi Ps — 3P; + 4 Pa Ps + 7 Pa Ps — 12P6- 


176. Exemreze Il. — Ziant donnée l'équation 
He Dit 0 EP Pa LUE, , ED tt Pm—= 0, 


dont a, b,c,...,k, l'sont les racines, on demande la 
valeur de la fonction symétrique 


D tous 


u est le nombre des racines qui entrent au carre dans 
chaque terme, et y le nombre de celles qui entrent à la 
première puissance. 


Désignons la fonction proposée par la notation F (y, v), 
et, plus généralement, représentons par F{u—n,v+2n) 
la fonction symétrique de même genre que la proposée 
et dans laquelle chaque terme contient u— 7 racines 
au carré et y + 27 racines à la prennère puissance. 
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Cela posé, on doit former, d’après notre théorie, les 
u + 1 égalités suivantes : 





\ v 
(1) papa F(pv) + F(#—1,v+2) 


DSL 27) 0 527 A ROIS 


orne 
pe ( a ele AR UN en à 
1.2...f. 


(— 1) Pas Peu = F( — 1,9 +2) 
Den e spi 2 JDE CPP ES ESS 
I 12 
(v+ an). ..(v+n+oa) 
1.2...(72—1) 





+ 


+ Fip—n,y+2n)+... 


Rs Serie mh rt mn 


Cent D AT PR F{u — REVUET 2R)+. 4 
ne Cote ME MES en PÉMRA EL) A T 
1,2...(u—72| F 


+2 
(— 1)" Pipes F(1,v +op — 2) + l I Li (0, v + 2), 





. (— }'Pirau = F(0,v + 24), 
où la quantité p; doit être regardée comme nulle si l’in- 
dice 1 est supérieur à m. 

Ajoutons toutes ces égalités après les avoir multipliées 
respectivement par les facteurs 


Y, À; À) JA An T0) À 


ps 


et supposons ces facteurs choisis de manière que les 
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quantités 
Fu —:1, +2) Fu — 2, vy+ 4), He ts F(o, y + 24) 
soient éliminées du résultat; il viendra 


Flu, v) — (—1) (Du Pvru LE De Pr+u+i ÉD 
+ Ân Don Py+stn ST LP À Puon ). 


Nous allons maintenant chercher les valeurs des fac- 
teurs À,, À, ..., À. Les équations qui déterminent ces 
facteurs s’obtiennent en donnant à » les u valeurs 1, 2 
3, -.., p dans la suivante: 

» +27 (v+2n)(y+2n—1) 


I LE 


ET 


mhenor)iNbanribhor— 2) 


PÉRroe 
1.2.3 4° 


“ {+on)(y+aon—i)...{v+ 22 —r+i) 


Arte er 
REA de 


, b+2r (+ er +i) 


L0 047 CS 
mais cette équation peut s’écrire d’une autre manière. 
Posons, pour abréger, 





’ __(v+2p)(v+p—:1) 
NME EI 
et 
* n —p _(v+22)(v+22—1)..(v+ 272 —b) 
ff +on—o2p)n RES PT 
On aura 
Y +27 
==0,, + Aï, 





I 


et généralement 


(by +on)ls+on—i)..b+aon—r+r) 


1203 Fa ne: FROM + A... 
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D’après cela, notre équation devient, en remarquant que 
À, est nul, 


FE LE ni 0, }n—1) 7 La À; ( Ve mn Ve jet TE À (A7 mn re Op }nes) mu TU 
ie À ea [ho a 06,h) Si An=1 (A Gi 6;) — 0. 


En donnant successivement à n les valeurs 1,2,3,...,n, 
on obtient r équations, d’où l’on tire immédiatement 


M+0—=0, h+0h—=0, À +030, ..., y +01 0; 


ou 
UM—=—{(r+2) 
LS [y + 4)(5 +1) 1 
(v + 2).2 
(y +6) (y rte 


D Lo Cr one 


(v+ 22 —02).7 HT 


En multipliant ces égalités membre à membre, il vient 


106 A(v+i1)(v+o2)...(v+n—1)v+0r 
An —=(—1) Titres) COUS 


ce qui permet d'écrire immédiatement la valeur de la 
fonction symétrique cherchée F(u, y). 
Il faut remarquer que notre procédé est en défaut dans 
le cas de y —o, mais la formule qui fait connaître À, 
ne cesse pas toutefois d’être exacte. Dans le cas dont il 
s’agit, les valeurs de 4, et de À, deviennent 
(an —1){2n—2)...(22—0) 


Dit Ve RS RO SET AR ET Le 
f ? ê 1.2...0 ; 


on voit que À, n’est pas nul, comme dans le cas géné- 
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ral, et qu'il est ici égal à A,_,. L’équation entre ,, 
Ân1 °..) À, peut alors s’écrire ainsi : 

(rh) +Ailrathse)+.:. 
+ An (de Hh)+ Ar (lu +2)= 0; 


en remplaçant successivement 7 par 1, 2, ..., n, On ob- 
tient z équations, d’où l’on tire 


PRE 0 Eh — 0 41-10, . An net — 0: 


et, par suite, 
An —=(—1).2; 


on a donc cette valeur de F{u, 0), 


F{g, 0)= pi — 2PyPu + 2 Pyra Pure ee 0 
LE 2pi Pays F 2 Pau. 


Méthode de Cauchy. 


177. Cauchy a publié, dans ses anciens £xercices de 
Mathématiques (4° année, p. 103), une méthode nou- 
velle et fort élégante pour obtenir la valeur d’une fonc- 
tion symétrique et entière des racines d’une équation. 
Cette méthode consiste à éliminer successivement de 
l'expression de la fonction symétrique qu’on veut éva- 
luer chacune des racines de l’équation proposée; elle 
repose sur la proposition suivente : 

Soit V une fonction symétrique et entière des racines 
4100) --., 1, À, d'une équation 


DE pa per EE pri Z Æ Pm = 0; 
, , < , 
que nous représenterons aussi, pour abréger, par 
XIE 0; 


et supposons qu'ayant éliminé de l’expression de V, par 


un moyen quelconque, toutes les racines excepté 4, on 
un semer 
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ait mis la valeur de cette fonction sous la forme d’un 
polynôme entier et rationnel ordonné par rapport aux 
puissances de a, que l’on ait, par exemple, 


V=Asa+A; ar l+,,.+A, a + A,, 


A5, A1, ... étant des quantités composées rationnelle- 
ment avec les coefficients de l’équation proposée; je dis 
que, si l’on divise cette expression de V par le polynôme 


A — a’! + Pi a”—1 —- P2 a”—2 + SR FE Des a + Ps 


obtenu en remplaçant x par a dans X, le reste de la di- 
vision ne contiendra pas a, et sera précisément la va- 
leur de la fonction V. 

En effet, si Q et R désignent le quotient et le reste 
de la division V par A, on aura V — AQ +R et, comme 


À est nul, 
MER 


D'ailleurs, ce reste R est au plus du degré m—1 en a; 
nous le représenterons par 


ot + Qu a +... + m2 4 + mt 
et l’on aura 
V= ga" + qe +... + Qm-24 + mit 


Mais, V étant une fonction symétrique, on peut changer 
les lettres a et b l’une en l’autre, ainsi que a et c, ...; 
et comme, par ces changements, go, g1, -.. conservent 
leurs valeurs, 1l s'ensuit que l’équation 


o a qi LU +... + Im—2 T + (4m raY ] FR 9 


sera satisfaite en remplaçant x par l’une quelconque des 
m racines a, b,...,k, l; ce qui est impossible, à moins 
que les coefficients ne soient tous nuls, car cette équa- 
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tion n’est que du degré rm» —1; on aura donc, en parti- 
culier, 
Im—1 — V—=o 
Olu 
Ve Tin—1) 


comme nous l’avions annoncé. 

La démonstration précédente suppose que les m ra- 
eines @, b, c, ...,k, l sontinégales ; mais les conclusions 
précédentes ne subsistent pas moins, si quelques-unes 
de ces racines sont égales entre elles. Nous emploie- 
rons, pour Jusüfier cette assertion, un raisonnement 
dont on fait un fréquent usage en Analyse. 

Si l'équation X — o a des racines égales, on considé- 
rera d'abord à sa place une équation X, — 0, dont toutes 
les racines seront inégales, et qu’on obtiendra en faisant 
subir des modifications insensibles aux coefficients de X: 
par exemple, si l'équation X = o a trois racines égales à 
a, et que les autres racines soient différentes, on prendra 


X(x—a—h)(x —a—h) 


(x — a} 


DER 


Le polynôme X, ne diffère de X qu’en ce que deux des 
trois racines égales à & sont remplacées par a + h et 
a + h': on voit aisément, sans qu'il soit nécessaire d’in- 
sister davantage, comment on devrait choisir le poly- 
nôme X,, si, outre les trois racines égales à a, l’équation 
proposée avait plusieurs racines égales à D, à c, .... 
Cela posé, substituant l’équation X, = o à X —o et 
conservant d’ailleurs les notations précédentes, on arri- 
vera à l'équation 
V= m1; 

et cette équation aura lieu, quelque petites que soient 
les quantités 2, k’, . .. ; elle aura donc lieu aussi à la li- 
He quantdion fera es Qi" D: 
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478. Voici maintenant la méthode donnée par Cau- 
chy, pour calculer la valeur d’une fonction symétrique 
et entière V des racines a, b, c, …, ti, k, l de l'équation 


EN — a + P 2/1 + Po an—2 Pis Ve + Dm — 0. 


Divisons X par x — a, et désignons par X, le quo- 
tient; divisons de même X, par x — b, et désignons 
par X, le quotient, puis X: par x — c, et soit X: le 
quotient, et continuons ainsi d'enlever de X tous les 
facteurs linéaires jusqu’à x — k inclusivement, en sorte 
que X»_, ne contiendra plus que le seul facteur x — [. 
Cela posé, considérons les m équations 


Xe 0: X, = 0, Xi 0, ...; X ne 0: 


La première n’est autre que la proposée, et elle a pour ra- 
cines a, b, c, ..…, k, l; la seconde a pour racines b, c, …, 
k, l, et ses coefficients sont exprimés sous forme entière 
en fonction de a et des coefficients de la proposée; la troi- 
sième a pour racines c, ...,k, L, et ses coefficients sont 
exprimés sous forme entière en fonction de & et des coef- 
ficients de la précédente, c’est-à-dire en fonction de a, b 
et des coefficients de la proposée; et, en général, les coef- 
ficients de l’une quelconque de ces équations sont expri- 
més sous forme entière en fonction des coefficients de la 
proposée et des racines qui n’appartiennent pas à l’équa- 
tion que l’on considère. Désignons enfin par À la valeur 
de X pour x—=a, par B la valeur de X, pour x=b, par 
C celle de X: pour x = c, et ainsi de suite, en sorte que 
I sera la valeur de X,,_; pour x — 1, K celle de Xy_» 
pour 4, et Licelleide X, Spourir tons 


A0: en PS QU En Ds = ON OK ORNE 


Cela posé, V est une fonction symétrique, non-seule- 
ment des racines de l’équation X = 0, mais aussi des 
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racines de l’une quelconque des équations 
A0; EE 0, ..., DER — O0, Aa 0; À nt 0. 


Nous allons faire voir comment, en s’appuyant sur cette 
remarque, on peut, à l’aide du théorème fondamental 
démontré plus haut, éliminer successivement chaque 
racine de l'expression de V. 

D'abord l'équation L=—o, où / entre au premier de- 
gré, permet de chasser immédiatement / de l'expression 
de V. Considérant alors V comme fonction symétrique 
des deux racines k et / de l'équation X,_, — 0, dont 
l’une / est déjà éliminée, on l’ordonnera par rapport à k, 
et on la divisera par K, conformément à ce qui a été dit 
plus haut; le reste de la division ne contiendra pas k et 
sera la valeur de V débarrassée des racines Æ et /. On 
considérera alors V comme fonction symétrique des trois 
racines 2, k, {de l’équation X,,_; — 0, dont les deux der- 
nières n’entrent plus dans son expression, et, l'ayant or- 
donnée par rapport à 1, on la divisera par I à l'effet 
d'éliminer :; le reste de la division ne contiendra pas à 
et sera la valeur de V débarrassée des trois racines £, k, L. 
On continuera de la même manière, jusqu’à ce qu’on ait 
éliminé de V chacune des racines a, b,c,...,1,k, ll; 
on aura alors la valeur de cette fonction exprimée par 
les coefficients de l’équation proposée. 

Il importe de remarquer que l'expression définitive 
de V s'obtient par de simples divisions, et que les pre- 
miers termes des polynômes À, B, C, ..., I, K, L, qui 
servent successivement de diviseurs, ont tous l’unité 
pour coefficient : par conséquent, ces divisions n’intro- 
duiront aucun dénominateur : en sorte que, si l'expression 
primitive de V est entière, non-seulement par rapport 
aux racines a, b,c, ...,i, k, l, qui y entrent syméitri- 
quement, mais encore par rapport aux coefficients p4, 
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Pos --., qui peuvent eux-mêmes y figurer, l'expression 
définitive de V sera aussi entière par rapport à ces coef- 
ficients; enfin, si ces mêmes coefficients sont des nom- 
bres entiers, V sera pareillement un nombre entier. Ce 
résultat important, que nous n'avions pas établi complé- 
tement par notre première méthode, mais qui résulte 
immédiatement dela méthode de Waring, se déduit aussi, 
comme on voit, de la méthode de Cauchy. 


Application de la méthode de Cauchy à un exemple. 
179. Nous allons appliquer la méthode de Cauchy à 


la détermination du produit des carrés de toutes les 
différences des racines d'une équation donnée, prises 
deux à deux. Cet exemple suffira pour montrer com- 
ment on peut, par des artifices convenables, simplifier 
dans certains cas l’emploi de la méthode. 
Soient toujours a, b, c, ..., k, [les m racines de l’é- 
quation 
(1) X= at + paie perl, pris + Pn 0; 
soient aussi | 
V—=(a—b}(a—c}.. (4 — 71)? 
ei 
VD ob Ci tn 
V sera le produit des carrés des différences de racines de 
l'équation (1), prises deux à deux, et V, le produit des 
carrés des différences des racines de l’équation 





(art dE pie Late pe I INGTRES LE NE ET 
ra + Pia + Pm—2 4 


min a1, 
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Cela posé, on a 
V=Vi(a— b}P{(a—c}...{a— #}{(a— 1}. 


Mais le produit (a— b){(a—c)...{a—k) (a — l) est 
égal (n° 49) à la valeur que prend la dérivée du poly- 
nôme X pour x — a, c'est-à-dire égal à 


ma—1 + (m2 —— 1)P1 AT. .. a ST LEE 
donc on aura 
Ve V, Lane Hs (m = 1)P1 PES RARE Due 


D'après cela, si nous admettons qu’on sache former la 
valeur de la fonction V pour une équation de degré 
m—1,0on pourra également trouver la valeur de cette 
fonction pour une équation du degré m. Effectivement, 
par hypothèse, on sait exprimer la valeur de V;, par les 
coefficients de l’équation (2), c’est-à-dire en fonction 
de a et des coefficients de la proposée ; donc la fonction V 
pourra elle-même être mise sous la forme d’un polynôme 
ordonné par rapport aux puissances de a, et, en divisant 
ce polynôme par le premier membre de l'équation pro- 
posée, dans lequel on aura remplacé x par a, le reste 
de la division donnera la valeur cherchée de V. Or on 
sait calculer la fonction de V pour une équation du 
deuxième degré ; on pourra donc calculer cette fonction 
pour l’équation du troisième degré, puis pour celle du 
quatrième, et ainsi de suite. 


Cas de l'équation du troisième degré. — L'équation 


proposée est 
LH pr +yYr +r—=O, 


et l'on a 
el RE A ET de 


Ve (b — c}?, 
V= Via b}iar=ch; 
S.— Aly. sup., L 20 
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V, étant relatif à l'équation du deuxième degré, 


a+ p|r+q—=0o. 
+ 4 + pa 


+ a? 
On a immédiatement 
V,={(p+a)}—4{(g +pa+a)—=—3a—2pa+(p—{4q); 
d’ailleurs 
(a—b\(a—c)=3a + 2pa + 4, 
par suite 


=(— 3a— 2pa + p— 4q)(3a + 2pa + q}? 
a*+ 4 p° 
7209 


—=—27 a$— 54 pañi— 217 p? 
— 54.9 


&+Apt |e+4pq |a+p?q 
—18p}g| 18 PART 
874 

Divisant cette valeur de V par a+ pa? + qa + r, on 

trouve pour quotient 








— 27 aÿ — 27 pa — 27 qa +(4p° + 27r —18pq}), 
et pour reste 
— À gÿ— 297 +16pqr+ pq — 4p°r, 


ce qui est précisément la valeur de V que nous cher- 
chons. On trouvera dans le Chapitre suivant une méthode 
plus expéditive pour résoudre la même question. 


Formation de l'équation de laquelle dépend une fonc - 
tion rationnelle et non symétrique des racines d'une 
équation donnee. 


180. Soient a, b, c, .., k, Îles m racines d’une équa- 
tion donnée X = 0, et 


Verre b, Cite) 
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une fonction raüuonnelle donnée de ces racines, ou de 
quelques-unes d’entre elles. La théorie des fonctions 
symétriques conduit à une méthode très-simple et très- 
élégante pour former l'équation dont V dépend. Nous 
allons développer ici cette méthode. 

S1 la fonction V contient 7 des m racines, le plus grand 
nombre de valeurs qu’elle puisse prendre quand on 
échange les lettres a, b, c, ...,k, [ les unes dans les 
autres, de toutes les manières possibles, sera évidem- 
ment égal au nombre des arrangements de m lettres n 
à n, c'est-à-dire égal à 


mim—i)(m—2)...(m—n+i1) 


Mais il peut arriver que le nombre des valeurs distinctes 
de V soit beaucoup moindre; nous désignerons par y ce 
nombre de valeurs, et par 


N'ES VERT Vs 
les u valeurs de V. L'équation en V sera alors 


(V—V)(V—V,)...(V—V,)— 0 


ou 
Ve PVR Ve... +P VV +P,—=o, 
en posant 
V,+ Vo ae Va Et 
Le PTE PEER RS PT 
NAN TD, 


Or les quantités P,, P,, ..., P, sont des fonctions sy- 
métriques des quantités V,, Vo, ..., el, par suite, elles 
sont aussi des fonctions symétriques des racines à, b, 
c,... de l’équation proposée; on pourra donc calculer 
les coefficients de l’équation en V par l’une des méthodes 
que nous avons exposées. | 
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Nous avons admis comme évident que toute fonction 
symétrique des quantités V,, V2, ... est aussi une fonc- 
tion symétrique des racines &, b, e, .... Voici, au sur- 
plus, un moyen très facile de le démontrer. 

Par hypothèse, les quantités 
(1) Vi NAS HPNNR 


sont toutes distinctes, et ce sont les seules valeurs que V 
puisse avoir. Faisons subir aux lettres 


LG TO RER /FEET 


unce permutation quelconque, el supposons que V,se 
change en V', V2: en V’,, ...; les quantités 
! ! ! 
(2) ÉCRIRE 
devront toutes se trouver dans la série V,, V:, ..., puis- 
que cette dernière comprend toutes les valeurs de V; je 
dis, en outre, que tous les termes de la série (2) sont 
différents, et que, par suite, cette série coïncide avec la 
Ris - ! ' 
série (1): on ne peut avoir, par exemple, V —V,, 
V,et V: ne diffèrent de V' et V', qu’en ce que les quan- 


car 


tités dont ces fonctions dépendent y sont désignées par 
des lettres différentes, et l'égalité V' = V’, entraînerait, 
en conséquence, V, = V:, ce qui est contre l’hypothèse. 
Il résulte de Îà que, si l’on fait subir aux lettres a, 
b, c, ... un changement quelconque, les quantités V,, 
V:, ..., ne feront que s’échanger les unes dans les 
autres; par suite, une fonction symétrique de ces fonc- 
tions ne sera pas changée, et elle sera aussi symétrique 
relativement aux quantités a, b,c, ...,k, L 

On peut, dans bien des cas, simplifier le calcul de 
l'équation en V; on en verra un exemple dans la re- 
cherche de l’équation qui a pour racines les carrés des 
différences des racines d’une équation donnée, prises 
deux à deux. 








PROPRES NENT NS PPT 


 tutins me. 0 8 ét se ct tt, nt à 5 
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Æquation aux carres des differences. 


181. Soient toujours a, b, c, ..., k, Î les m racines 
de l'équation X — o, et posons 


V—{a—b}); 


mm —1) 


l'équation en V sera du degré u quiestile 


nombre des combinaisons de m lettres deux à deux, 
puisque la fonction V est symétrique par rapport aux 
deux lettres qu’elle contient. Soit 


Ve + P, Vr—1 ae P: Vr—2 Le, | 0 


cette équation, dans laquelle les coefficients P,, P:, .. 
sont des fonctions symétriques des racines de l’équa- 
tion proposée. Les valeurs de P,, P,,... seront données 
par les formules de Newton, si l’on connait les sommes 
des puissances semblables S,, S,,...,S, des racines de 
l'équation en V; tout est donc ramené à calculer ces 
dernières sommes en fonction des coefficients de l’équa- 
ion proposée, ou en fonction des sommes 54, 52, +... 
des puissances semblables de ses racines, puisque les 
sommes Si, 52, ... S'expriment par les coefficients, au 
moyen des formules de Newton. 

Voici le procédé indiqué par Lagrange pour calculer 
les sommes S,, S°, ... relatives à l’équation en V, au 
moyen des sommes $,,59, ... quise rapportent à l’équa- 
tion proposée. 

Posons 


plz) = (x — a+ (x _— bjr +, . + (æ— 1}; 


si l’on donne à x successivement les valeurs &, b,c, ... 
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k, l, et que l’on ajoute tous les résultats, on aura 


g(a)+e(b)+...+e(t)=(a— 6)" +... +(a— ty 
+(6— a) +...+ (62) 


+(l—apr+ (id) +... 


Or le second membre de cette équation est évidemment 
égal à 2S,, donc 


28, = gla)+o(b)+...+ae(2). 


D'un autre côté, en développant les différents termes de 
p(x), on trouve 


p(æx) = a —onarn 1 + 2n(2n— 1) a'at-2— ,,,+an 


| RE 


Ha —onbrn1 + 2n(27— 1) brrn—2 + pin 


1.2 


0 06 ee © 0° a + 0o:8106 0 8:28 0" 9 6ce- ais. 0707019 102% 06 0151619) 5m0. 018) 2100 00 Re See 


+ 222 — 0 nr Ai 2n(2r— 1) Pan, , + pr 


1.2 
ou 


2n(2n—1) 


p(r)—=mrtr — ans, x?! + So LL, + Some 


1,5 
Remplaçant x successivement par a, b, c, ...,l, et 
ajoutant tous les résultats, on aura la valeur suivante 


de o(a)+q(b)+...+ (7) ou de 28,: 


2n(2n—1) 
28Sn = Mon — 2NS1 Sen + LA dus So San—2 — +. + MSone 


Les termes à égale distance des extrêmes sont égaux 
dans le second membre; par suite, on a cette valeur 


de S», 


L 2n(27—1) 
On mms MNSon == 278$; S9 n—1 + Le So S2n—2 re NC 
Li2r(au—i)...(r+t 


> - SnS . 
2 PEU A LA 
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En donnant à » les valeurs successives 1, 2, 3,...,1u, on 
connaîtra les sommes S;, S2, ..., S, dont on a besoin; 
on achèvera ensuite le calcul, comme nous l’avons indiqué 
précédemment. 


Cas de l'équation du troisième degré. — Prenons 
pour exemple l’équation du troisième degré 


a +pa+qr+r—=0o 
et soit 
Vi+PV+QV+R—=o 


l'équation aux carrés des différences. 


On trouve 

Si ES aÿ À 

S9 = p? — 24; 

53 = — p + 3pq — 3r, 


S,—=p" — 4p°q + fpr+ 29", 
Ss— —p°+5p°q — Sp?r —5Spq +5gqr, 
S6—=p°—6p"q +6pÿr + 9p?q?—12pqr — 2q3+- 37°; 
puis 
Si = 353 —s?—92p?— Ga, 
So — 35, — 45453 + 353 — 2p" — 12p°?q + 18q?, 
Sa — 356 — 6615, + 155,5, — 105! 


= 2p°—16ptq—12p°r+57p"g" +6Apgr—66a°—8rr?, 


et enfin 
P——S$S, — —2p?+6g, 
S, + PS 
DE = pi — 6p°?q + 94’, 
S, + PS, + OS ) 
R=— — D Es —=4pèr— pq? —18pqr+4q +27. 


On suivrait une marche toute semblable pour former 


4» 
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l'équation aux sommes deux à deux des racines d’une 
équation donnée. 


Sur la forme des fonctions rationnelles d'une ou de 
plusieurs racines d'une équation. 


182. La méthode générale dont nous venons de nous 
occuper s'applique avec le même succès, que V soit ou 
non une fonction entière des racines &@, b, c, ...; mais 
on peut facilement démontrer qu’une fonction ration- 
nelle d’une ou de plusieurs racines d’une équation peut 
toujours, si elle n’est pas entière, être remplacée par une 
fonction entière équivalente. 

Nous commencerons par établir le théorème suivant, 
relatif aux fonctions rationnelles d’une seule racine 


THéorime. — Z'oute fonction rationnelle et non en- 
tière d'une racine a d’une équation 


(1) JTE 0 


de degré m est équivalente à une fonction entière d’un 
pars a Fe \ 
degi é inférieur à m. 


pa) 


Soit, en effet, la fonction rationnelle ES où ® et Ÿ 
& 





désignent des fonctions entières ; on aura identiquement 


(2) VON 


b,c,.:., [désignant les autres racines de l’équation (r). 
Le dénominateur d{a) d(b)...4(/) du second membre 
est une fonction symétrique et entière des racines de l’é- 
quation (1), etil peut en conséquence s'exprimer ration- 
nellement parles coefficients de cette équation. Pareille- 
men le facteur 4(b)4(c)...4(7) du numérateur est une 
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fonction symétrique et entière des racines de l'équation 


LEP! 


— 0; 


et on peut l’exprimer sous forme rationnelle et entière, 
en fonction des coefficients de cette équation, c’est-à-dire 
en fonction de a et des coefficients de l’équation (1). 
D'après cela, l'égalité (2) prendra la forme 


ue — p(a).0(a), 





où (a) désigne un polynôme entier et rationnel par 
rapport à a. En effectuant le produit des polynômes 4 et 0, 
notre fraction deviendra 





— A, +A;a+ Aa? +...+ A, a, 


et je dis qu’on peut supposer le degré u inférieur à ». En 
effet, de l'équation f(a) = o on peut tirer la valeur de a” 
qui sera exprimée par un polynôme du degré m—1; en 
multipliant par a cette valeur de &”!, on aura a”tŸ1, qui sera 
exprimée par un polynôme du degré #1, mais qu’on pourra 
abaisser au degré m—1, en remplaçant a” par la valeur 
trouvée précédemment. En continuant ainsi, on expri- 
mera chaque puissance de a, à partir de la rni°"°, par un 
polynôme du degré m—1, et, par suite, on pourra chas- 
pla) 
ÿ(a) 


les puissances de a supérieures à la {m2 — 1)", Mais on 





ser de l'expression de que nous avons trouvée toutes 


peut aussi opérer comme il suit: si u est >> 7/7, on divi- 
sera le polynôme A4 +A;a+...parf(a), et en dési- 
gnant par Q le quotient, par w{a) le reste qui est de 
degré inférieur à m1, on aura 


—A;+A;a+...—/f{a) XQ+s(a); 


Er 


( 
ARC 


(a 





< 
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d’ailleurs f (a) étant nulle, on aura simplement 


AC, De 
ee 





où & désigne un polynôme de degré m—1 au plus. 


185. Quoique la démonstration précédente ne laisse 
rien à désirer sous le rapport de la rigueur et de la clarté, 
nous en présenterons une seconde qui aura l’avantage de 
nous fournir un procédé plus facile pour trouver la forme 
entière qui convient à une fonction fractionnaire donnée. 
g(a) 
ÿ(a) 
de f(x) — 0. On peut supposer Ÿ{a) de degré inférieur 
à m; car, si le contraire avait lieu, on ferait disparaître 
de Y(a) les puissances de a supérieures à la (m2 — r)i°"°e 
par l’un des procédés indiqués précédemment. 

Cela posé, opérons sur les polynômes f(a) et d(a). 
comme s’il était question de trouver leur plus grand com- 
mun diviseur; on aura cette suite d’égalités 


fa) — (a) Q: OR 
ÿ(a)—R;Q: + R>, 
R, = RQ +R 


AE AL PE ROCE Ip PT A ES 


RER, Q; anis 





Soittoujours la fraction donnée, a étantune racine 


où R, ne contient plus la quantité a. Or, f(a) étant 
nul, on aura 

R,— —Q% (a), 

R: — (1 + Q:Q:) ÿ(a), 

R3 = — (Qi + Q: + Q:Q:Q)Ÿ(a), 


Ja dernière de ces égalités sera de la forme 


R, — O(a).ÿ(a), 


ET 


SECTION 11. — CHAPITRE LI, 4ï1 


Ola) désignant un polynôme enter et rationnel par rap- 
port à &, et l’on en ure 











R; 
AS TEATENÉ 
on a donc 
p(a) sk pla) O(a) 
ÿ(a) Ra 
Cette valeur de a est entière par rapport à a, puisque 


R, ne contient pas a, et, si elle renferme des puissances 
de a supérieures à la (r7—1)°", on pourra les faire 
disparaître par le procédé que nous avons indiqué au 
n° 182. 

A la vérité, cette méthode semble en défaut dans le cas 
où les polynômes d(x) et f(x) ont un diviseur commun; 
car, dans ce cas, la quantité désignée par R, est nulle, 
ainsi que 0(a) : mais alors on pourra enlever de f(x), 
par une simple division, tous les facteurs linéaires qui 
sont dans (x), et parmi lesquels ne se trouve pasx — a, 
car autrement (a) serait nul. En désignant par f(x) 
le résultat ainsi obtenu, & sera racine de fi(x) = 0, et 
le polynôme $ (x) étant dès lors premier avec f,(x), on 
pourra appliquer la méthode. 

Il résulte de ce qui précède que la fonction rationnelle 
la plus générale d’une racine d’une équation de degré m 
est une fonction entière du degré m—1, renfermant par 
conséquent 77 coefficients arbitraires. 


ExemwPrLe. — Toute fonction rationnelle d’une racine & 
de l'équation du troisième degré 


x + prx?+qx+r=o 
peut être mise sous la forme 


A+Ba+Ca?; 
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mais il est souvent préférable de prendre une forme frac- 
tionnaire dans laquelle les deux termes soientlinéaires, et 
cela est toujours possible; car, si l’on divise l’un par l’autre 
les polynômes a+ pa? + ga+r et Ca?+ Ba + À, 
dont le premier est nul, on aura un quotient et un reste 
du premier degré en a, d'où il résulte que la fonction 
Ma+N ; 


A BRaiCu: peut ètre mise sous la forme ep 


184. EXTENSION AUX FONCTIONS RATIONNELLES DE PLU- 
SIEURS RACINES D'UNE ÉQUATION. — La méthode précédente 
a surtout l'avantage de pouvoir être appliquée aux fonc- 
tions rationnelles de plusieurs racines d’une équation. 
On a, en effet, ce théorème : 


Toute fonction rationnelle non entiere de plusieurs 
racines d'une équation peut étre remplacée par une 
fonction entière des mémes racines. 


Rien ne sera changé à nos raisonnements, si la fonc- 
tion ee, que nous avons considérée, renferme d’autres 
racines D, e, ... de l’équation f(x) = 0, et cette fonction 
pourra se mettre sous la forme A; +A;a+..., Aset À; 
étant des fonctions rationnelles de racines parmi lesquelles 
ne se trouve pas a. À leur tour, on pourra rendre ces 
fonctions A5, À;,,... entières par rapport à une autre ra- 


cine à, puis par rapport à une troisième, et ainsi de suite. 


Methode d'élimination fondée sur la théorie des 
fonctions symétriques. 


185. Parmi les applications que l’on peut faire de la 
théorie des fonctions symétriques, on doitregarder comme 
l'une des plus importantes la méthode d'élimination que 
nous allons exposer. 

Considérons deux équations, des degrés m et n respec- 





| 
| 
| 
| 
| 


demie af à 


be tr 


Le 
! 
| 
\ 
| 
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Hivement, contenant deux ou un plus grand nombre de 
variables x, y, ... et entre lesquelles il s'agit d’élimi- 
ner y. Nous supposerons ces équations complètes, et leurs 
coefficients entièrement indéterminés, et, les ordonnant 
par rapport à y, nous les représenterons par 


(a) Ta + py"t + pe 72 SEE + Pn1Y Li 2 bn oO, 

(2) De TE (ES ae mi FLE ENS + ,,,—+ 7 RTE + qi = y} 

Les coefficients pi, pa, ..., 41, 9, ... sont des fonc- 
tions entières de x, etc. 

Désignons par a, b,c,...,1k, Î les m racines de l’équa- 
ton (1); ces racines dépendent de x et des autres varia- 
bles, s’il y en a; en les substituant à y, dans le premier 
membre de l'équation (2), on aura les mn résultats 


a + qi PAL nl DE ES Jsdia PU Et 0 1 LUE U >; 
DH quo + gb + qd + Qn 
(3) Ligier + ga? +, + In—1€ + ns 


RON ET RE SR gr ul gr 


Cela posé, si l’on forme le produit de Lous ces résultats, et 
que l’on désigne par V ce produit, il est facile de voir que 
Me=to 
sera l’équation finale résultant de l'élimination de y entre 
les deux équations proposées. En effet, l’équation finale 
qui résulte de l'élimination de y entre deux équations est 
simplement la condition nécessaire pour que ces deux 
équations aient une racine commune, et il est bien évi- 
dent que la conditien nécessaire et suffisante pour que les 
équations (1) et (2) aient une racine commune est que 

l’un des résultats (3), ou leur produit V, soit nul. 
D'ailleurs, V est une fonction symétrique eLentière des 

racines de l’équation (1}, qui contient, en outre, ration- 

nellement les coefficients de l'équation (2); on pourra 
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donc exprimer cette fonction rationnellement par les 
coefficients des équations (1) et QE 


186. La méthode précédente conduit facilement au 
théorème de Bezout, relatif au degré de l'équation finale. 

Nous supposerons, comme précédemment, que les deux 
équations (1)et (2), l’une du degré m, l’autre du degré n, 
soient complètes, et que leurs coefficients soient dans 
une complète indépendance. Alors les quantités p, et g4 
sont des fonctions entières du premier degré par rapport 
aux variables x, ... qui figurent dans les équations 
proposées ; pareillement, p», + sont du deuxième degré, 
et, en général, le degré des coefficients de y dans les 
équations (1) et (2) sera indiqué par leur indice. Cela 
posé, Je dis que : 

Le degré de l'équation finale qui résulte de l’élimina- 
tion d'une variable y, entre deux équations complètes 
dont les coefficients sont indéterminés et indépendants 
les uns des autres, est précisément égal au produit des 
degrés des deux équations. 


Considérons, en effet, un terme quelconque du pro- 
duit des expressions (3), par exemple 


6 ke 
Ina Qn—6 +. In—1 4" D 13 


ce terme se trouvera dans V, ainsi que la fonction symé- 
trique dont 1l fait partie. V est donc la somme d’expres- 
sions de la forme 


In—uTn—6 -.: TE) At Le 


en observant qu’il faut remplacer g,_« par 1, sia—=n, 
et de même pour les autres. Or, d’après ce qui a été dit 
plus haut, le facteur g, 4, 6...q 1 est du degré 
(a—o)+(n—6)+...+{(r—)2) oùmn—{(x+ 6 + + À) 
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par rapport aux variables x, ...; si donc nous faisons 
Fr Nr ù 
voir que le second facteur Ÿ ab ...lest, par rapport 


à ces mêmes variables x, ..., du degréa+6+...+à, 
il s’ensuivra que le terme de V que nous considérons est 
du degré mn, et que V est lui-même de ce degré. Les 
coefficients p,, pe, ... de l'équation (1) étant, par rap- 
port à x, ..., d’un degré égal à leur indice, il en sera de 
même des sommes de puissances semblables s,, 59, ... 
de ses racines; cela résulte immédiatement des formules 
de Newton. Ainsi le degré d’une fonction symétrique 
simple telle que s, est le même, soit que l’on considère s, 
comme fonction de a, b, ..., soit qu’on la considère 


comme fonction de x, .... Enfin, Ÿ ab, ‘110 DEUL 


s'exprimer en fonction des sommes s, par une formule 
entière qui est du degré «+6<+...+2X par rapport 
aux racines &, b, ..., et qui est, par conséquent, aussi 
du même degré par rapport à x, .... Le théorème est 
donc démontré. 

Nous avons admis comme évident que les termes de 
degré mn, quise trouvent dans V, ne peuventse détruire, 
tant qu’on laisse indéterminés les coefficients des équa- 
uons (1)et(2). On peut, au surplus, mettre ce fait hors 
de doute en se référant, comme nous l'avons fait au 
n°71, au cas particulier de deux équations dont les pre- 
miers membres sont décomposables en facteurs linéaires. 


187. Si les coefficients des équations (1) et (2) ont des 
valeurs déterminées, on pourra toujours leur appliquer 
le raisonnement du n° 185, pourvu que ces équations 
contiennent la plus haute puissance de l’inconnue qu’on 
élimine. On est ainsi conduit à la proposition suivante, 
qui est générale : 
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Le degré de l'équation finale résultant de l’élimina- 
tion d’une inconnue entre deux équations qui en con- 
tiennent plusieurs est au plus égal au produit des de- 
grés de ces équations. 


Ce dernier théorème subsiste lors même que les équa- 
tions proposées manquent de la plus haute puissance de 
l'inconnue qu’on élimine. 

Soient, en effet, deux équations entre deux variables x 
et y, ayant respectivement m et nr pour degrés et man- 
quant du terme le plus élevé en y. En considérant x et y 
comme des coordonnées rectilignes, ces deux équations 
appartiendront à deux courbes, et le degré de l'équation 
finale résultant de l'élimination de y sera égal au nombre 
des points d’intersection réels ou imaginaires de ces 
courbes. Par conséquent, ce nombre ne changera évi- 
demment pas, si l’on rapporte les deux courbes à d’au- 
tres axes de coordonnées ; mais alors les nouvelles équa- 
tions de ces deux courbes se déduisent des anciennes, en 
remplaçant x et y par des fonctions linéaires ax + by, 
dx + b'y, et elles contiendront évidemment, l’une un 
terme en y”, l'autre un terme en y”, à cause de l’indé- 
termination de b et de Pb’; le degré de l’équation finale 
en x résultant de l’élimination de y entre ces nouvelles 
équations sera donc au plus égal à mn : par suite, le 
nombre des points d’intersection des deux courbes ne 
pourra surpasser #77, et ilen sera de même du degré de 
l'équation finale qui résulterait de l’élimination de y 
entre les deux proposées. 

La mème démonstration s'applique au cas où les deux 
équauons proposées contiennent, outre x ei y, d'autres 


variables z, u, .... En effet, si l’on pose 
genk al À dE MERE 


et que l’on considere , 4, ... comme des paramètres, le 
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raisonnement précédent s’appliquera aux deux équations 
proposées qui ne renferment plus que x et y. Par où l’on 
voit que l'équation finale en x, z, u, ..., résultant de 
l'élimination de y, sera au plus du degré mn, si l’on y 
HeniACes U, .., par tx, A: .., el cela, quels. que 
soient #, #, ...; mais cette substitution ne change évi- 
demment pas son degré, lequel ne pourra donc, en aucun 
cas, surpasser 717. 

On verra plus loin qu’on peut fixer avec précision, 
dans chaque cas particulier, le degré de l'équation finale 
qui résulte de l'élimination d’une inconnue entre deux 
équations données. 


188. Quand on opère l'élimination dans le but d’'ob- 
tenir les systèmes de solutions de deux équations à deux 
inconnues, 1l faut déterminer en outre les valeurs de l’in- 
connue éliminée, qui répondent à chaque racine de l’équa- 
tion finale; on a vu au n° 73 comment on doit diriger le 
calcul pour remplir cet objet. Au reste, comme l’équation 
finale en x exprime que les équations proposées ont une 
racine commune y, on peut déterminer celle-ci par le pro- 
cédé suivant, qu'Abel a fait connaître dans le tome XVII 
des Ænnales de Mathématiques de Gergonne (!) 

Soient les deux équations 


AO TD PE D D D = Os 
(2) Efr)=7" + gi + ga +. + qniT + Qn =0, 


qui ont une racine commune y,, mais qui n’ont que cette 
seule racine commune, et proposons-nous de la calculer. 
Désignons par 1, Ya, -..+, Yn les n racines de l’équa- 


(!) L'édition des OEuvres d’Abel faite par Holmboe et publiée en 1839 
ne renferme pas ce théorème; au contraire, la nouvelle édition faite par 
les soins de MM. Sylow et Lie, et publiée en 1881, présente cette appli- 
cation (voir le n° XIII). 


S., Alg. sup. — I. 27 
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tion (2), et portons-les dans le premier membre de l’é- 
quation (1) f (y); on aura ces 7 résultats 


Sad (a) rar a Pr); 


dont le premier est nul. Faisons ensuite les produits 
n—1àn—1 de ces z quantités, et désignons générale- 
ment par R, celui de ces produits qui ne contient pas le 
facteur f (y,); les quantités 


Ri; Res RL ENUURE 


seront toutes nulles, à l'exception de la première. Ces 
quantités sont exprimables rationnellement, la première 
en fonction de y,, la seconde en fonction de y2, ..., la 
dernière en fonction de Te en eflet, R, est une fonction 
symétrique des quantités y, Yo, «+, Yns EXCEPTÉ Yu 
c'est-à-dire une fonction symétrique des racines de l’é- 





quation 
F! : 
ARE 
Pme PT 
ou 
D'INDE DR He 0 
CO + Yu 
+ y 


R, pourra donc s'exprimer sous forme rationnelle et en- 
tière en fonction de y, et des quantités connues qui en- 
trent dans les équations (r)et (2), de la manière suivante : 


Ru = po + P1Yu + paTh +. . LEFoPYEE 


En outre, par l’un des procédés indiqués aux n°° 182 et 
183, on pourra chasser de l'expression de R, toutes les 
puissances de y, supérieures à la (7 —1)"°"°, en sorte 
que la valeur de R, aura finalement cette forme 


n—1 


(3) Ru po + PJ 8 aa He Hpnnidu 
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On voit que l'équation 
PnaN HP) HET + po — 0 


a les ñn — 1 racines ÿ2, Ya, ..., Yn3 On a donc 


Porto lin mt 
Pn—1 
on a d’ailleurs 
nm a aire en 2 01: 


et, par la soustraction, on obtient la valeur demandée 
de y1, savoir 





On voit qu'il suffit pour ayoir y,, de calculer dans R 
les coefficients de y" et de yr?. 


( 


Theorème de Lagrange sur les conditions nécessaires 
pour que deux équations aient plusieurs racines 
communes. 


489. C'est ici l’occasion de mentionner un beau théo- 
rème que Lagrange a démontré dans son célèbre Mémoire 
inséré parmi ceux de l’Académie de Berlin pour 1970 et 
1771, et qui est relatif aux conditions nécessaires pour 
que deux équations aient plusieurs racines communes. 

L'objet de ce théorème est de faire connaître les con- 
ditions pour que deux équations algébriques aient deux 
trois, etc. racines communes, quand on connaît la con- 
dition pour qu’elles en aient une. Voici en quoi il con- 
siste. 

Taéorème. — Si V — 0 exprime la condition pour 
que deux équations algébriques 


(1 ) 1403 a+ p; di + Do xm-2 +. OR PERT pen: 
(2) Re Z 2) + g1 x? l+ ani D, «+ n1X + qi —=0Q 
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aient une racine commune, V étant une fonction er1- 
tière des coefficients pis Passer Q15 Q2s le CLIQUE RON 
désigne par DEV , D;, V les dérivées d'ordre p et d’or- 
dre y du polynôme V, prises la première par rapport à 
Pm; et la deuxième par rapport à g», les conditions né- 
cessaires pour deux racines communes seront 


VE Ole D N\=0; 
ou bien 
VE OMEMDAVE=0; 


pareillement, les conditions nécessaires pour trois racines 
communes seront 


V0 0 DV 0 D PANEG: 


ou bien 
VE RDIN =D ADD VE0. 
S fe 


et ainsi de suite; en sorte qu'on formera les conditions 
nécessair'es pour f4 racines communes, en joignant à l’e- 
quation V = 0 nécessaire pour une seule racine com- 
mune les p—1 équations obtenues en égalant à zéro 
les p — 1 premières dérivées du polynôme V, prises par 
rapport au dernier terme de l’une des deux équations 
proposées. 


Tel est l’énoncé que Lagrange a donné de son théorème, 
mais 1l est nécessaire d’ajouter quelques mots sur la ma- 
nière dont cet énoncé doit être entendu. Ainsi les équa- 
tions 


V=s6; VD, V=0, DD SN 0 mm RES Di Vo 


? 
/ m 


expriment simplement les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que p racines de l’équation (2) satisfassent à 
l'équation (1), en sorte que si l’équation (2) a des racines 
égales, il sera possible de satisfaire aux g équations de 
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condition écrites plus haut, sans que les premiers mem- 
bres des équations (1) et (2) aient un diviseur commun 
du degré w, ce qui serait la condition nécessaire pour 
que les équations (1) et (2) eussent réellement y racines 
communes. Pareillement les équations 
DAY D Mel re DANS 

expriment les conditions nécessaires pour que x racines 
de l'équation (1) satisfassent à l'équation (2), en sorte 
que si l’équation (1) a des racines multiples, on pourra 
satisfaire aux équations de condition précédentes, sans 
que les équations (1) et (2) aient réellement y racines 
communes. 

Il faut remarquer, en outre, que le dernier terme p,, 
ou q,, par rapport auquel sont prises les dérivées de V, 
doit être considéré comme un paramètre indéterminé 
dont tous les autres coefficients sont indépendants. 

Cela posé, passons à la démonstration du théorème. 
Soient a, b,c,..., k, l les n racines de l'équation (2), 
et posons 


MESA NI EN MNATATAE 


V est une fonction symétrique des racines de l’équa- 
tion (2), dans laquelle les coefficients sont des fonctions 
entières des coefficients de léquation (1); on pourra 
donc l’exprimer par une fonction entière des coefficients 
des équations (1) et (2). 

Les racines &, b, c, ..., k, { étant indépendantes de 
Ph» les quantités f(a), f(b), ... , f(0) sont des fonc- 
üons linéaires de p,, et leurs dérivées sont toutes égales 
à l’unité; donc D,,, V est égale à la somme des produits 


Ha /—1 dés quantités 


ALAN Le MAT NUE 
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. L - , N 
pareillement —— D’ V est égale à la somme des pro- 
122 Py 
duits m— 2 à m— 2 des mêmes quantités et générale- 
I 1 , s 
ment ———— Di, V est égale à la somme de leurs pro- 
1.2...1 m 


duits m—1à m—1. 
Par conséquent, l'équation qui a pour racines les 
n quantités 


FAN Mr CN EE FPE 








est 
DE Day 
XIE TR n—1 PUTT Dar m X3 
RAS TEE PERTE 
D; V DENY 
HE X —"_ XEV— Oo. 


1.2 I 


Or, pour que y racines de l’équation (2) sausfassent à 
l'équation (1), il faut et il suffit que l'équation en X ait 
p racines nulles, c’est-à-dire que l’on ait 


— — 2 ps. -1 — 
V0 D, V = O, D, V=— O, .. Dox V0: 


ce qui démontre le théorème énoncé. 

La démonstration qui précède est plus claire et plus 
précise que celle qui a été donnée par Lagrange. Il 
semble effectivement, au premier abord, par le raisonne- 
ment de l’auteur, qu'il soit permis, dans l’énoncé du 
theorème, de substituer aux dérivées de V, prises par 
rapport au dernier terme de l’une des équations propo- 
sées, les dérivées prises par rapport à un coefficient quel- 
conque, ou même par rapport à un paramètre dont un 
ou plusieurs de ces coefficients seraient fonctions. Mais 
il est aisé de voir qu’on obtiendrait de cette manière des 
équations de condition trop générales. 

Par exemple, p,,_; étant le coefficient de x dans 


f(x), et tous les autres coefficients étant indépendants 


LAS 
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de p,,_;, les équations 


Von D = 0 


Pm—i 
peuvent avoir lieu, quoique les équations (1) et (2) 
n'aient qu’une seule racine commune. En effet, f{a), 
f(b),...,f{L) sont des fonctions linéaires de p,, ; et 
leurs dérivées par rapport à Pn_; Ont respectivement 
pour valeurs af, bi, ..., li: donc, à cause de 


V—/(a)f(8). SE), 


on aura 
ERNEST AT) ERAUIL bf(a)...f(l1)+.... 


Il est évident, d’après cela, que les équations de con- 
dition 


VERS (NS M orride 


seront vérifiées si chacune des équations proposées a 
une racine nulle. 
ExemPpze. — Appliquons le théorème de Lagrange 


aux deux équations 
T° + Pi? + PaZ + P3 —O, 
2° + 7 + 92 = O0. 


En appelant a et D les racines de la seconde équation, 
on à 


V=(&+ pa + p,a + ps) (65+ p; b? + p, b + p;) 
—q}—Q192P1 +(4i 42 —2q2)Pa— (qi — 3ids)Ps +2Pi 
— Q142P1P2 + (qi — 2q2)P1P3 + 42P3 — 1P2P3 + PS 
et 
DA" 9 341 42 + (qi — 2Q2)P: — 1 Pa + 23 


La condition, pour que les équations proposées aient 
une racine commune, est V— 0; par suite les condi- 
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tions pour deux racines communes seront 
V0: D,,V =) 

En éliminant P, entre celles-ci, 1l vient 


(qi — 4gqa)(qi — q2— qiPpi + ps) = 0; 
cette dernière se décompose en deux autres. Si l’on prend 
gi 4g: — 0, 
on exprimera que les deux racines de l’équation du se- 
cond degré sont égales entre elles, et ces racines satis- 


feront à l'équation du troisième degré, en vertu de la 
condition V — 0. Si l’on prend, au contraire 


4? — Ga — 1 Pr + Pa = 0, 


l'équation D,,V = o se réduit à 


192 — I2P1 + Ps — 0. 


Les deux équations précédentes expriment les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour que la première des 
équations proposées soit divisible par la seconde 


Méthode de Tschirnaüs pour faire disparaître autant 
de termes que l’on veut d’une équation. 


190. On peut rattacher à la théorie qui nous occupe 
la méthode élégante que Tschirnaüs a donnée dans les 
Actes de Leipsick pour 1683, et qui sert à faire dispa- 
raître d’une équation autant de termes que l’on veut. 
Cette méthode consiste à transformer l’équation propo- 
sée en une autre dont la racine soit une fonction ration- 
nelle de celle de la proposée, ou, si l’on veut, une fonc- 
tion entière de degré inférieur à celui de l’équation 
proposée, car c’est à cette forme (n° 182) que peut se 
ramener la fonction rationnelle la plus générale, 
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Soit 
ED EP De 2 EE pr x + Pn = 0 
une équation du degré m, et posons 
(2) Y=at+tar+ant+t...+as rl art, 


Go dy, -.., désignant des indéterminées, z un entier 
inférieur à #7. L’équation finale en y, qui résulte de l’éli- 
mination de x entre les équations (1) et (2), sera évi- 
demment du degré m, puisque y a autant de valeurs 
que x. Cette élimination peut se faire par les fonctions 
symétriques, de la manière suivante : en élevant l’équa- 
tion (2) aux différentes puissances 2, 3, ..., m,eten 
ayant soin de rabaisser les exposants de x au-dessous 
de m, à l’aide de l'équation (1), on obtiendra une suite 
d'équations de la forme 


Mr Do bia Di been, 
(3) qe penis Co —!- Ci M 04 — en, + * + Cyn—1 ATETA | 
DO 6. 019 NB PE TONS à 0: (8 ce 04 OX CNE LAN AN DE NON LE où CR DO ER AE PA 9? 


4 À + k, Titan tie de ot ARE ET 


bo; D, ... sont des fonctions homogènes et entières 
du deuxième degré des indéterminées &o, &i, + ..; pa- 
reillement c;, c1, ... sont des fonctions homogènes et 
entières du troisième degré de &, &, ..., et ainsi de 
suite. Si, maintenant, 5, 5, ... désignent les sommes 
de puissances semblables de racines de l’équation (1); 
D 09 1, celles des puissances semblables des racines 
de l'équation en y, les équations (2) et (3) donneront 


lt Si = MA + 54 + do +... + An Sn1 FEnSn) 


(4) Da = M0 + Dis Des, Æ. . . Dm 15m 1) 
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Connaissant ainsi les sommes de puissances semblables 
des racines de l’équation en y, on pourra former cette 
équation. 

On peut y arriver encore de la manière suivante. On 
résoudra les équations (3) par rapport aux puissances 
xt, x?, ..., x", et l’on portera leurs valeurs dans l’é- 
quation (2). Ce procédé a l'avantage de donner la valeur 
de x exprimée rationnellement en y, en sorte qu'on 
connaîtra chaque racine de l'équation proposée, quand 
on aura résolu l’équation finale en y. 

Représentons par 
(SRE ER gs REP NE Tr y ETES 
cette équation en y, Où 4, 2, +-+3 Im SOnt fonctions 
entières des indéterminées &5, &;, ..., et qui exprime 
la condition pour que les équations (1) et (2) aient une 
racine commune. Je dis que de cette seule équation (5) 
on peut déduire la valeur de x qui correspond à chaque 
valeur de y, et même la valeur d’une puissance quel- 
conque de x. En effet, désignons par YŸ ce que devient 


le second membre de la formule (2) quand on y remplace 
le coefficient a, par a, + h, et soit 


(6) Ya + Q, YA L-L'O YA, 4 OPINION EE 


l'équation de laquelle dépend Y. Chaque coefficient Q; 
est une fonction entière de a, + , et, si on l’ordonne 
suivant les puissances de h, on aura évidemment 


h2 
Q; — qi + hDa, qi + ser Désqite.. 


Da, gn Da, q; -.. représentant les dérivées successives 
du polynôme qg, par rapport à a,; on a d’ailleurs: 
Y = y + hr. 


Si l’on porte ces valeurs dans l’équation (6), celle-ei de- 
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viendra identique, quel que soit À, quand on attribuera 
à x et à y leurs valeurs simultanées; en conséquence, 
les coefficients des diverses puissances de À doivent être 
nuls. En égalant à zéro la partie indépendante de k, on 
retrouve l'équation (5), et si l’on égale à zéro les coeffi- 
cients de la première puissance de k, 1l viendra 


[my + (m ne 1) 7"? + “RTE SAT 
HD EE D nie 9m NE m0; 


et, par suite, 


n Da RE t gi" Ti +, © «+ m1 + Im) 
LE —  ———————————————— 
MISE (m = TI)gi Nr He hdmi 


On aura, en pæticulier, 


RD EST ME gr AY qe) 
Pts MORE ON EST GNT Pet ni À 

On voit donc qu'il suffira de résoudre l’équation (5) 
pour avoir résolu par cela même l'équation (1). 

Cela posé, on peut disposer des indéterminées &,, 
&i, ..., de manière à faire évanouir 7 termes de l’équa- 
tion en y; par exemple, si l’on veut faire disparaître les 
n termes qui suivent le premier, 1l suffira de poser 


SE D Rs NL MO n 0: 


Or, en se reportant aux équations (4), on voit queS, 
est du premier degré par rapport à &o, &, ..., que S: 
est du deuxième degré, S; du troisième, etc., S, du 
nm, Donc, d’après le théorème de Bezout (n° 70), la 
détermination de ces indéterminées, dont l’une peut être 
prise arbitrairement, dépend d’une équation du degré 


CO ET E 


et, si l’on voulait faire disparaître de l'équation (5) tous 
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les termes, à l'exception du premier et du dernier, le 
problème dépendrait d’une équation du degré 


1.2.3...(m—1). 


C’est aussi à la résolution d’une équation de ce degré que 
se trouverait ramenée celle de l’équation proposée, car 
l'équation (5), n'ayant alors que deux termes, pourrait 
être immédiatement résolue. 


191. La transformation de Tschirnaüs donne la réso- 
lution algébrique des équations du troisième et du qua- 
trième degré. En effet, soit d’abord l'équation du troi- 
sième degré 

a+ pa + gr +r—=o; 
on posera 
Ÿ = 4 + x + ar?, 


et l’on formera l'équation finale en y, savoir 
+P+Qy +R—o. 


On déterminera les rapports de deux des quantités &, 
&;, ai à la troisième, au moyen des équations P — 0, 
Q = 0, qui sont, l’une du premier degré, l’autre du 
deuxième; on pourra donc résoudre ces équations el ex- 
primer les rapports dont il s’agit en fonction des coeffi- 
cients de la proposée. L’équation en y se réduisant alors à 


YPHIREZ 0; 
on en tirera ces trois valeurs 
y VENR PEER NU EE NE 


æ et 6 désignant les racines cubiques imaginaires de 
l'unité. Connaissant ainsi les trois valeurs de y, on aura 
facilement, par ce que nous avons dit plus haut, les trois 
valeurs de x. D’après la proposition du n° 182, la trans- 
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formation que nous venons d'effectuer revient à celle 
dont nous nous sommes occupé au n° 63. 
Soit enfin l'équation du quatrième degré 


at + Pie —- PRE TES —— 0; 


on posera, comme précédemment, 


et l’on aura une équation en y telle que 
PPT QE RAS 0: 


On déterminera deux des quantités 45, 4,, a> au moyen 
des équations P — 0, R = o, qui sont, l’une du premier 
degré, l’autre du troisième; on pourra donc résoudre 
ces équations et exprimer deux des inconnues, en fonc- 
tion de la troisième et des coefficients de la proposée. 
L'équation en y, se réduisant à 


Y*+Qr°+S—=o, 


elle pourra être résolue, car elle s’abaisse au deuxième 
degré en posant y? = z. Connaissant les quatre valeurs 
de y, on formera immédiatement les expressions des 
quatre racines de l'équation proposée. 


Application de la méthode de Tschirnaüs à l'équation 
du cinquième degre. 


192. M. Jerrard, géomètre anglais, a démontré qu’on 
peut faire disparaître d’une équation quelconque le 
deuxième, le troisième et le quatrième terme en résol- 
vant une seule équation du troisième degré. Nous allons 


établir ici ce résultat important; à cet effet, nous com- 
mencerons par démontrer la proposition suivante : 
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Tuaéorkme. — Une fonction homogène et entière du 
second degré de n variables est la somme des carrés 
de y fonctions linéaires, le nombre y étant égal ou in- 
férieur à n. 

Soit V une fonction homogène et entière du second 
degré des x variables 


To, Ti, Los cv 3 Ln—1s 


Si nr —1, la fonction V ne dépend que de la seule 
variable x,, et elle est de la forme es x ou (xo VE)? €Q 
étant un coefficient numérique. 

Dans le cas den > 1, si V renferme le carré de l’une 
des variables, x, par exemple, et qu’on l’ordonne par 
rapport à xo, On aura une expression de la forme 


VÉ=Gir cale; 


eo est une constante, P est une fonction linéaire des 
n—1 variables x, Xe, + .., Xn_1; enfin Q est une fonc- 
tion entière et homogène du second degré des mêmes 
variables. Si donc on pose 
Ko 9 + Vi=Q — Eh 
£0 £o 
on aura 


VE EX + V,;, ou V—(X, Ve) + Vi, 


V, étant une fonction entière et homogène du second 
degré, mais qui ne renferme que n—1 variables, au 
plus. 

Si la fonction V ne contient aucun carré et qu’on l’or- 
donne par rapport aux deux variables x, et x,, on aura 


V—= exo + Pro + Qxi +R, 


nes) (ete? 


€o € 


ou 
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et si l’on pose 


I P+Q I P — 
Ko = S(n+e+ ——); X; = (os ms ES), 


€o 2 € 
puis 
P 
Na am FQ 
€o 
il viendra 
V= (XX) +0 
ou 


ee 00 RO OA TE ER LE 


X, et X, sont des fonctions linéaires qui peuvent ren- 
fermer les x variables xo, 1, ..., Xn_4, et V, est une 
fonction entière et homogène du second degré qui ne 
renferme, au plus, que 7 — 2 variables. 

Ainsi la fonction V, qui dépend de 7 variables, est 
ramenée à la fonction V,, qui n’en renferme que 7 —1 
au plus, ou à la fonction V,, qui n’en contient pas plus 
de ñ—2,en mettant à part un carré dans le premier 
cas et deux dans le second; on peut opérer de la même 
manière sur la nouvelle fonction, et en poursuivant 
ainsi, on mettra V sous la forme suivante : 


V — 8 X; + e  X° oret- Ey—4 NSP 


ou 
V = (Xe) + (CR Va + + Ve), 


Eos £1 «+, € désignant des coefficients numériques, 
et X,, X1,..., X,_, des fonctions linéaires des variables 
Lo; Li, +3 Ln_1- 

Il est évident que le nombre y est égal ou inférieur à 
n, et que l’on a y = x quand les coefficients numériques 
de V sont des quantités indéterminées. 

Exempze. — Si l’on applique la méthode précédente 
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à la fonction 
V—Ar?+ A'y2 + A2 + 2Byz + 2B'xz + 2B"xy 


des trois variables x, y, z, dans laquelle les coefficients 
numériques À, A/, ... demeurent indéterminés, on 
trouvera 

V=aX?+6Y?+ y2?, 


en faisant, pour abréger, 


X —=Azx+B’7 + B'z, 
Y—(AA —B")y+{(AB-—B'B’)z, Z—:, 


et 
LE LI ce I 
tin A y rl A ARE 
AA' A" + 2BB'B”— AB?— A'B°— A”p”? 
fé AA'—B" 





193. Passons maintenant à la démonstration du théo- 
rème que nous avons en vue. Soit l'équation 


PEL Ds DU Da CN EE ED rt D PRES 


et posons 


S= A + dr + ar? + ar + ax". 
Soit aussi 
PU QI + ga IP GISI +. + Im13I + {m0 


l'équation en y. D’après ce qu’on a vu au n° 190, la 
somme des puissances pi" des racines de l'équation 
en y est une fonction homogène et entière du degré p 
des cinq quantités &6, &i, @s, @3, @,; par suite, les coef- 
ficients g,, 4, --+ q,, Sont aussi des fonctions entières 
et homogènes des mêmes quantités, et les degrés de ces 
fonctions g sont précisément égaux à leurs indices. Cela 
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posé, pour faire disparaître le second, le troisième et le 
quatrième terme de l'équation en y, 1} faut faire 


HELP TLC RAR EEE 


La première de ces équations est linéaire; tirons-en la 
valeur de &,, en fonction de &,, &:, &3, a, pour la porter 
dans les deux autres, etsupposons quecelles-ci deviennent 


[ARE A (APS TE 
2 OT EEE 


Les premiers membres de ces équations sont des fonctions 
homogènes des degrés 2 et 3 respectivement des quatre 
quantités @i, @, &@3, ay. Or, d’après le théorème du 
n° 192, l'équation g,—= 0 peut se mettre sous la forme 


F?+ eg ++ /2— 0, 


f, g, h,k étant des fonctions linéaires, et cette équation 
sera satisfaite en posant 


fées ORARÈH = 0, 
ou 
f=gy—x, RAT. 


Ces deux dernières équations sont linéaires; si l’on en 
ure les valeurs de a, et de &: pour les porter dans l’é- 
quation g', = 0, celle-ci deviendra 


7 
{3 — 0, 


et son premier membre g°, sera une fonction homogène 
et du troisième degré des deux quantités a; et a;. L'une 
de ces quantités peut être prise arbitrairement et l’autre 
dépend, comme on voit, d’une équation du troisième 
degré; les quantités 4, et a; étant déterminées, on en 
conclura les valeurs de &ç, &;, a, et l'équation en y 
deviendra 


FA + TE mn e = Ton D PRE En pt = À 
S — Alg. sup., L e 
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Par la même transformation on peut faire disparaître 
le deuxième, le troisième et le cinquième terme d’une 
équation quelconque; seulement, la détermination des 
arbitraires @o, @1, @2, @3, a exige la résolution d’une 
équation du quatrième degré au lieu de celle d’une équa- 
tion du troisième degré. 

Enfin, si à la transformation de Tschirnaüs on joint 
la transformation qui consiste à remplacer l'inconnue 
par son inverse, on voit que, par le moyen d’une seule 
équation du troisième ou du quatrième degré, il est pos- 
sible de faire disparaître d’une équation quelconque les 
trois termes qui précèdent le dernier ou bien les deux 
qui précèdent le dernier avec celui qui précède le der- 
nier de quatre rangs. Et, dans le cas particulier de l’é- 
quation du cinquième degré, 1l est clair qu’on peut faire 
disparaître ainsi trois termes quelconques entre le pre- 
mier et le dernier. Ainsi, par la transformation dont il 
s’agit, l'équation du cinquième degré peut toujours être 
ramenée à l’une quelconque des quatre formes 

LT + pr +q—=0O, 
ax$ + pr? + q = 0, 
a$ + pr + q —=0, 


x pat + q — 0. 


mme 47 4 À * re 
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CHAPITRE IT. 


FORMULES GÉNÉRALES RELATIVES À LA THÉORIE 
DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 


Formule de Lagrange. 
Le 


194. Lagrange a fait connaître, dans les Mémoires de 
l’Académie de Berlin pour 1768, et plus tard dans le 
Traité de la résolution des équations numériques, 
Note XI, une formule remarquable qui donne immédia- 
tement l’expression de la somme des puissances sem- 
blables, d’un degré quelconque, des racines d’une équa- 
üon. Nous allons établir ici cette formule en supposant 
avec l’illustre auteur que l’on ait mis l’équation proposée 
sous la forme 


(a) u—zx+f{x) = 0, 


u désignant une constante et f(x) étant une fonction 
entière 
A, + Apt + A, x? + AT — .., 


dont nous représenterons la dérivée par f’(x), confor- 
mément à l’usage (1). 
On sait {n° 172) que, si a, b, c, ..., sont les racines 


\ 


de l'équation (1), la somme 


I I I I 
ms br+1 ar AA EN Er n+1 


arr! c'+1 





(*) Dans ce Chapitre et dans les suivants, nous supposerons connus 
les principes fondamentaux du Calcul différentiel et du Calcul intégral, et 
nous ferons usage des notations généralement admises pour représenter 
les dérivées et les différentielles, 
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sera le coefficient de x” dans le développement de la 
fonction 
I — f(x) 
HER fr) 
en série ordonnée suivantles puissances croissantes de x. 
Soit la fonction plus générale 


LR 
7 + f(x) 


où p(x) désigne un polynôme ayant pour valeur 
p(x) eus à 3 À -+- B,x — B, x? + B;%x° —- .… 
et cherchons le coefficient de x” dans le développement 


de cette fonction. Si l’on commence par développer sui- 
vant les puissances croissantes de f(x), il viendra 


sf) | ee 


| 
ua) (ua) 





rayer lee lE 
u—zx+ f(x) U— T (u- 


et la série contenue dans le second membre de cette for- 
mule sera convergente pour toutes les valeurs de x telles 


E Æ > e Re A sr 
que le module de PE): soit inférieur à l’unité. 


Considérons d’abord le premier terme du second 


membre, on a 
I CAM TE 





UT uU LD 1 u 


et, si l'on multiplie de part et d'autre par le polynôme 
(x), on trouvera que le coefficient de x”* dans le dé- 


pr) 


veloppement de a pour valeur 
U— TX 





B, B, B, B, 


— + ++ — 
u+i u” ui 7 








ou 
B,+Bu+B,r2+.,,..+bB,u”? 


} 3 
u"ri 
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en sorte que ce coefficient pourra être représenté par 


plz) 


uri 





L 


pourvu qu’on ne retienne que les termes qui contien- 
nent uw en dénominateur. 

Considérons maintenant un terme quelconque du se- 
cond membre de l'équation (2), celui qui contient la 
puissance i de f(x) et qui a pour valeur 


AT CIE) 


(au — x)#1 


D'après ce qui a été dit plus haut, le coefficient de x? 
dans le développement de 


\ 
px) LA (æ)T 
u — x 
est égal à 


g(u)LF(u)Y 


—_— ———_—_—_——— 


ut+ri 


pourvu qu'on ne retienne que les termes qui contien- 
nent u en dénominateur. On a donc, aveccetterestriction, 


etær)Tf(æ) = g(u)[f(u)l à 


u—2T 


uv+1 1 


© % 
le signe Ÿ s'étendant à toutes les valeurs entières nulle 


ou positives de z. Et, comme la différentiation relative 
à u ne peut introduire de puissances négatives de u dans 
les termes qui n'en contiennent pas, On aura, en pre- 
nant les dérivées d'ordre : des deux membres de l’éga- 
lité précédente, | 
ï ai PU)ES (a)T 
1,2: .6(— 1) ee) (æ)T 5 Ÿ—— — LE 


(x — x)! du: 
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d’où il suit que le coefficient de x” dans le développe- 
ment de 
er) p(æ)Lf(æ)] 
(u —æ)rt 
sera représenté par l'expression 


a ?tilf(u)T 
I unr+i 


a ER UT TR UTP 
PESTE du! 





où il ne faut retenir que les termes qui contiennent u 
en dénominateur. 
D'après cela, si l’on représente par 


le développement de la fonction 





p(x) x 
u—x+f(x) 
on aura 
jetefte) ete) 
Pen dat a CNE RSS 


pourvu, nous le répétons, qu’on ne retienne que les 
termes qui contiennent u en dénominateur. 
Supposons que la fonction @{x) soit de la forme 


px) =Ÿ (ze) (x), 


et faisons, pour abréger, 





vers 


avi ? 
la valeur de P, sera 
P,=Y(a)—Y(u)f'(u) + AAA PMRERCE MAC 


+ —  —————— — ————@©@° — — ————_——— ————— ocre 
1,2 du? 1,2 du? 


SECTION II. — CHAPITRE IT, 439 


: lY 
Or on a, en faisant ee AE 


dY(u)f{u) 


. A ALIVUTI ES A TAIRAUAIE 


on à aussi 


CIC 


AN du 1.2.,.({—1) 


et, en différentiant : — 1 fois, 


da) 1 wi) [/ (mr (r) 
A DO dun is 1) du 
Re ent (e) DAU)ES 
PRO: duir1 


au moyen de ces formules de réduction la valeur de P, 
devient 


Pi u)-Ev'la)f(4) 
I RAR SAME a? fu) PA) 


oo 
1,2 du 1.2.9 du? 


os. 
Considérons d’abord le cas où la fonction d{x) se ré- 
duit à l’umité; on a 
I 
u+1? 


y ( u) — 
d’ailleurs P, devient l'expression de la somme 


I I I L 
FIN bpi+1 15 CIS T PR qn+1 


ar+i 


on a donc, en mettant partout z au lieu den +1 et en 


v. LI LA 
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a 


/ 
ve [ Nos I 
désignant par (ee) la dérivée de — 9 
u U 


ne “E il Le 3h AE ent A Ps A 
a? b" ce RE n hi 1 \ 
(3) At [AT 
se 2 EE e Enr 3 
ja I a(+) La] FRS (5) LA) se 
22 du 100 du? #4 


où l’on ne doit retenir que les termes qui contiennent u 
en dénominateur. 

Le cas où (x) est une fonction entière quelconque 
d’un degré v inférieur à 7 conduit à une formule plus 
générale; mais celle-ci se déduit immédiatement de la 
formule (3). Car soit 


Ÿ (æ) —— Co + C,x —+ Cox? +, PAS 2 Gre 
on aura 


FL) ee Ci 





C, 
ut Se u" u—1 re eat un? 


et la formule (3) nous donnera 
Y(a)+w(b)+...+w(1) = Wu) + W(u)f{u) 


G) À Lun at 1 ev(t/lr 


1.2 du 1 229 du? 


.…s 


en continuant, bien entendu, à ne retenir que les termes 
qui contiennent w en dénominateur. 


195. Supposons que la série contenue dans le second 
membre de la formule (4) reste convergente, quand on 
ne rejette aucun de ses termes, et désignons par le sym- 
bole [#} la somme vers laquelle elle converge; repré- 
sentons aussi par —€,[Ÿ] la somme des termes qui 
ne renferment pas w en dénominateur. Alors la for- 


mule (4) deviendra 
(5) v@)+v(é)+.+v(D=[vi(+e) 
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et l’on aura 


Let vte) + (+ AAA 


+, se 
(6) 12 du 
 atiw{a)f/(a)é 
Ha r duk—1 RUE 


Les séries dont le type est indiqué par la formule (6) 
possèdent une propriété remarquable dont Lagrange a 
pu déduire, comme nous allons l'indiquer, la formule 
célèbre à laquelle son nom est demeuré attaché. 

ons la fonction Ÿ{(u) par une autre fonction 

Rempla la fonction F{u) p tre fonct 

de la même forme IT{w), dans le second membre de la 
formule (6), et désignons par [IT] ce que devient alors 
ce second membre; on aura 


1 dW(u)[f{u)}? 


ACTE M OPA Cain emo mr PO 
7) 
d#—1 Ir # u k 
D ar 


Multiplions l’une par l’autre les séries contenues dans 
les seconds membres des formules (6) et (7), et réunis- 
sons en un même groupe les produits partiels dont les 
facteurs occupent, dans les séries dont ils font partie, des 
rangs marqués par des nombres ayant la même somme. 
Le premier terme du produit obtenu sera # (u) I) et 
le deuxième terme sera 

n{u)#'{u) f(u) + Y(u)n'{u) lu) = de: 


le terme général sera égal à l'expression 


di W(u) LS (ue) diw'(u)[ (a) 





A1}= 
n (x) I a F n'(u).f(u) du—? 
Æ &—1) dl'(u)[f{u)} dis w’{(u) LA (u Rire 
EE, 
T2 du du 


din (u) [f(u)} 1 # (&), 


dul—1 
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multipliée par , ou, comme il est facile de s’en 


I 
1 . > .. Æ 
assurer, égal à 





an y 
hs à du (). 


Maintenant, si les séries (6) et (7) restent convergentes 
quand on réduit chacun de leurs termes à son module, la 
série nouvelle que nous venons de former sera aussi con- 
vergente, par un théorème connu, etelle aura pour somme 
le produit des sommes des deux premières séries. D’ail- 
leurs elle se déduit de la série (6) ou (7), comme on vient 





(*) La réduction dont il s’agit ici résulte de la formule qui sert à expri- 
mer la différentielle d’un ordre quelconque du produit de deux fonctions. 
Si u et désignent deux fonctions d’une variable indépendante x, on a 
dé (uv) = dv + É du d' vo + Et d'ud 29 Ie 
I Fe 


mais, t étant une fonction quelconque de x, on peut écrire aussi 


dé (uv) = ud*v + E(tdu) dd) ce. 


—1)...(w—k+i Li Va 
(a) De er UN 


HadtT (iodu ee 
PAM 


Cette formule se vérifie immédiatement quand w—=1; pour établir sa 
généralité, il suffit donc de montrer que, si elle a lieu pour les valeurs 
1,2, .…,n de y, elle subsiste pour 4 = m+1.Dans cette hypothèse, si l’on 


5 s FRE à v : 
fait w — m— 1 et qu’on écrive t au lieu de 4, — au lieu de », on aura 
F PTE k 


TD NI 





(dt) dm=i-t 


: V OP 
LUN — nt 
dm-i Es td” L pr 


titi I 


m—1)(m-—1 
re ki 
| (Des: 


(6) D (de) amis 2 +. 


+ dm-i-t (em-idt). ne 


. 
sn TA 
: 


Cela posé, si l’on différentie la formule (a ), après y avoir fait u — m, on 
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de le voir en remplaçant dans celle-ci Ÿ (u) ou IT{«) par 
le produit IT{u) Ÿ(u); doncon a 
(8) CYn] = (IN), 


et si l’on pose 








b{(u) 
N(u)Y{(u) =d(x), n (x) = 5, 
on déduira de la formule précédente 
Lo] _[o 
(9) | 
Posons 
I Sri d 
Y(u)= = d(u)= d'où = un 


n et n—m étant des entiers positifs, on aura, par la 


formule (5), 


I I I RE 
TEL TIMES on LISE 60) 
et de même 
I I I LE 
arm Ge pr—m MRC ET qn=m = [Mr ten); 





trouvera, en faisant usage de la formule (8), que le coefficient de d’—k+! 5 


se compose des deux parties suivantes : 


EL ED PA or D DEEP : 
L qe 
20 Pt) [audi (at de) + a (edu)di-v(er-* de)-+.… 


+ dès cata): 


Dans la seconde partie, le facteur entre crochets a pour valeur 
dk-1(1k du), car ce facteur n’est autre chose que le second membre de 
la formule (a) quand on remplace y par A—1, w par £ et » par tk" du, 
La somme des deux parties dont nous venons de parler est donc 


sp. taire) di-1 (du), 


d'où l’on conclut que la formule (a) subsiste pour p=m+1 
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la formule (9) deviendra alors 


ANT NT 
2 1+ (5) +...+ (5) ter 2 [5]. 
1+- (5) + + Cu re 
b l 


+ 
Supposons que le module de la racine a soit inférieur 
au module de chacune des autres racines, et faisons 
tendre 7 vers l'infini, » restant constant; les rapports 


b b 
En-m S'Évanouissent aussi pour 2 —®, On aura 


at — œ , 
b 


& /è & 7n—In é 4 a 
(;) , (3) ,-.. tendrontvers zéro, etsl les quantités €», 


c'est-à-dire 





atiu 

m d À #{u)r 

ir gr PU) SUR ES 
du 10 du 
(10) Zu) 

CEA k 

Dee mo 

À 1,272, 4) VD UE LOU CORRE 


enfin, si l’on désigne par F (uw) une fonction de u, telle 
que 
Fa = atete EEE 


on déduira immédiatement de l'équation (10) la formule 
due à Lagrange, savoir : 











| (a) Fiu)+E (ue) (a) + — _ FBI 
(1 1) | rs I dieu) Al u)]* 
ES UE du“—1 +... 


Si l’on prend F{u)=u, la formule (11) donnera le 
développement en série de celle des racines qui a le plus 
petit module. 
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Le résultat qui précède montre que, si l’on cesse de re- 
jeter les termes qui ne contiennent pas # en dénomina- 
teur, dans la formule (4), il faudra réduire le premier 
membre à celui de ses termes qui se rapporte à la racine 
de module minimum. 

L'analyse que nous venons de développer est extrême- 
ment élégante, mais on aperçoit aussi combien elle est 
défectueuse ; elleindique effectivement que certaines con- 
ditions sont nécessaires pour l’exactitude de la formule 
obtenue, mais elle ne donne aucun critérium pour recon- 
naître les cas dans lesquels ces conditions sont remplies: 
nous reviendrons sur ce sujet à la fin de ce Chapitre. 


Æxpression de la somme des puissances semblables des 
racines d’une équation, en fonction des coefficients. 


196. Nous allons appliquer la théorie que nous venons 
d'exposer à la détermination de la somme des puissances 
semblables des racines d’une équation en fonction des 
coefficients. Soit 


(1) am + pr" + par" +... Pret Ep 0 


l'équation proposée. Nous désignerons par &, b,c, …, L 
ses racines, et nous poserons 


Sn = a+ bt+cr+,, +, 


De ; 
Si l’on change x en —; l'équation (1) devient 
CA 4 


I D: 2 ? 
(2) rs Ad (Br+bess. 4eme) Lo 
P1 Pi Pi Pa 
ou 
uUu—. x + f(x) 0, 
I ; 
en mettant u au lieu de — —, dans le premier terme, et 


P; 
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en faisant 


f(x)=— (rss. : Pam). 
P:1 P1 Pi 
Les racines de l'équation (2) sont les inverses de celles 
de l'équation (1); on aura donc, d’après la formule (3) 


du n° 194, 


= | ) 
3 
# dal , de [f(a) 
He du Tute:3 du? Chi 


série dans laquelle le terme général est 


dE (AA 
(4) rt Et dui-1 : 


et où il fautretenirseulementles termes qui contiennent u 
en dénominateur. Cherchons à quoi se réduit l’expres- 
sion (4). 

Conformément à l'usage adopté par plusieurs géomè- 
tres, nous conviendrons que le symbole l'(u+1) repré- 
serftera le produit des y premiers nombres entiers dans 
le cas deu entier positif, et que le même symbole se ré- 
duira à l'unité dans le cas deu — 0; ainsi l’on aura 


DUT) AR 28 SUR E ETES 
Cela posé, on a 


fiu)=— (2: RUE SE ele “) 
Pi Pi P: 


et, en élevant à la puissance £, 


| Pat) Re 
CMS Pari IRIS DE m2 at. Mme 
)] CE | 1) ÿ (o+i). AR Deal 7 +hn 
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le signe sommatoire D s'étend à toutes les valeurs en- 


tières positives ou nulles des exposants À, À5, ..., Àm, 
assujettis seulement à vérifier l’équation de condition 


(5) À +3 + mit, 
à nu-t—-1 
et qu'on détermine le nombre À, par la condition 


Si l’on multiplie cette valeur de [ f(u)]° par 


(6) h+2h+ 3e +mMmlm= 


il viendra 
n I 


— (2) 


12: . «2 


jus y n p. . pi u= Ati), 
TA, +1) ete T'Üm+ 1) pis + hm 





et, comme nous n’avons à tenir compte, dans le second 
membre, que des termes qui contiennent u en dénomina- 
teur, on voit que le nombre À, ne devra recevoir aucune 
valeur négative. Si l’on prend les dérivées d'ordre i — 1, 
par rapport à u, des deux membres de l’égalité précé- 
dente, il viendra, en ayant égard à la condition (5) 


[/(4)} 
(7) LRO: duir1 


Yet tn) PRE PDT ar 
ATH) Our) pete Am pheteeHhm 


disi 


n u+!l 





Le second membre de cette égalité (7) exprime la somme 
des termes du premier membre qui contiennent « en 
dénominateur; ces termes sont les seuls qu’il faille re- 


“ . . 3, “ 1 
icuir; le signe ) s'étend à toutes les valeurs entières 


nulles ou positives des exposants À,, À, ..., À, suscep- 
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ubles de vérifier les équations de condiuon (5) et (6). 
En faisant successivement 


Pi 0 De 3 s.:3 


l'équation (7) fera connaître la partie à conserver dans 
les différents termes du second membre de l'équation (3), 
à partir du troisième. Mais je dis, de plus, que le second 
membre de l’équation (7) exprimera, pour i = 1, la par- 
tie à conserver dans le deuxième terme de la valeur des,, 
et que, pour i = 0, ce même second membre se réduira au 
premier terme — de la valeur de sn. Enteffet, pour" 


Un 


les exposants À», A3, .…, À, sont nuls, à l'exception de 
un d'eux, qui est égal à 13 si c’est }, qui est égal à 1, À, 
est égal à 2—p d’après la condition (6); le second 
membre de l'équation (7) se réduit alors à 
PRE dr 
2 NUE 


n+1—9 ? 


éd Pi 14 ‘ 
où le signe Ÿ s'étend aux valeurs de 0 depuis p—2 jus- 


qu'à p—m si mn est moindre que 7, et jusqu'à p = n 
s1 72 St plus grand que 7. On voit que l'expression précé- 


f(u), 





dente représente la somme des termes de — » _. 
b u* 


qui contiennent w en dénominateur. 
Enfin, pour 1 =o, les exposants À, Ào ,..., Àm Sont 
tous nuls; À, se réduit à z à cause de la relation (07 


et, à cause de nl(n7)=T(n7 +1), le second membre de 


I ! 
“n° qui est le 
[4 


premier terme du second membre de l'équation (3). 


l'équation (7) se réduit au terme unique 





Le second membre de l'équation (7) ne renferme pas 
explicitement l'indice :; done, d'après ce qui précède, ce 
second membre exprimera la partie à conserver dans les 


FAI 
7e 
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différents termes qui composent le second membre de 
l'équation (3), pourvu que l’on fasse abstraction de la 
condition (5) et qu'on n'ait égard qu’à la condition (6). 
Ainsi l’on a 


= VD at Qu Has +m) phesplr 1 
À —- 1). CRC NE + 1) RER uit: #hm 


, 


ou, en remettant — — au lieu de u, 
Pi 


jhcthat-s + Tu +, +... +) PAR 0 km 
se — En pe Ps 


+1)T(Læ+i)...T{m+t) 


le D nous le répétons, à toutes les va- 


leurs entières nulles et positives des exposants À,, Ào,..., 
1# susceptibles de vérifier la condition 


L+2h+3h3+.. + min. 


La formule (8) fait ainsi connaitre immédiatement, en 
fonction des coefficients, la somme des puissances ni 
des racines d’une équation; elle a été donnée par Waring, 
dans ses Meditationes algebraicæ (t). Waring ne fait 
pas connaître la méthode qui l’a conduit à sa formule, et 
il se borne à en vérifier l’exactitude. 


Application à l’équation du deuxième degré. 


197. Ecrivons l'équation du deuxième degré sous la 


forme. 
2? — pr + q = 0. 


Pour avoir la somme des puissances nÏ"% des racines, 
il faudra faire, dans la formule (8) du numéro précédent, 


Pi — Ps Pm—P:—4Q; 





e(!) Editio tertia, p. 1. 
S. — Alg.sup., 1, 29 
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si l’on pose, en outre, À; =, on aura À, =n—ou. On 
trouve alors cette valeur de s,, 


TANT 
LE) se ; 1) (n u) DM qU 


(Ta—oup+i)r (u+1) 
le signe Ÿ s'étendant aux valeurs de u 


0, 1, 2, 





4) 


. IL 
jusqu'au plus grand entier contenu dans —: En rempla- 
çcant les F par leurs valeurs, il vient 
—— pit n —2 a(n— 3) n—# 42 
ec dr Lt 2) Do ro | dé Tue 0,ce 
NiI—U—1)|[72—u—9)...[12—90+1 
nr Î I Fe ) Fe ) pneu 
O0 Nr 
On déduit immédiatement de ce résultat la valeur du 
polynôme que nous avons désigné par V, au n° 109, 
Eu effet, V, est une fonction entière de x définie par les 


deux équations 


42 | 
V,=z + 5. 3 + 
zn 


GK 0 


Il s'ensuit que V, est la somme des puissances nièmes des 
racines de l’équation 


J 
3) (1 =), Ou É—zrt+i—=O; 
Z 


par conséquent la valeur de V, se déduira de celle de s 
écrite plus haut, en faisant p=xetq=—1; il vient ainsi 


n(n—3) 
Vire pere nxt—? SR ——— TLat— 
0 
nin—u—i1)...(r—ou+1 
PEN CCE ENRREE Ent 


; LH E EES 
I Ai LJ ‘H 
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formule qui coïncide avec celle que nous avons obtenue 
au n° 109 par une analyse différente. 


Sur l'expression d’une fonction symétrique d'ordre 
quelconque des racines d'une équation, en fonction 
des sommes de puissances semblables des racines. 


198. Waring a donné, dans ses Meditationes alge- 
braicæ (1), une formule qui fait connaître l’expression 
d’une fonction symétrique d'ordre quelconque desracines 
d’une équation, en fonction des sommes de puissances 
semblables des racines. Nous allons établir ici cette for- 
mule remarquable. 


Soient 


Ti, Zo, L3; ss) Lym 


les m racines d’une équation de degré m, et 
Lys Los co, Ai 


des entiers positifs ou négatifs. 

Nous conserverons les notations dont nous avons fait 
usage dans le Chapitre précédent, en sorte que s, repré. 
sentera la somme des puissances de degré x, de toutes les 


racines et que le symbole 


) CHECK Ai 
X; L'y sai TL ni 


désignera la fonction symétrique d’ordre à, dont tous les 
termes se déduisent de x#x%...x%, en faisant toutes les 
permutations possibles des racines. Nous supposerons 
d’abord que les exposants & soient inégaux, et alors on 


(!) Editio tertia, p.8. 
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aura 


) Xi 70e di 
La To Tee T; 
= (5 À 04 (0 
s i ma ii Le A+; me X i—4 
(1) = $4, DAT. din T IT, se Ti 
Œi nA2+ Oi Lis nn, Li le Xiti 
Ÿ 229 DENT 2 LINE ar 


Cette formule permet de calculer les fonctions symé- 
triques d’ordre à quand on sait former celles de l’ordre 
i— 1; on en déduit 


> 
a mAa — | 
Ti Lo —= Sa, Sa Sa. +9 


) Li 0e 0 
Ti'X; T° 


= So Sos So (Sa, Sais + Soi See + USE Lu) + 254, +02+039 


) Li mA rAs mA 
Ti Li Li Tr 


— Sa, Sa Sas Sa, — ( Sa Sos Sag+os + Sa Sas Sato So Sas Fe) 
HS as Sas Sato, So So Sato Sa So So-+0g 
mr à 72 ( Sas Sas+g + ne Sa: Sr 
+ SasSai+ostos + Sa, Sa+ts+0s 
+ (So taste + Sosa Sosa + Sa+os Sato) 


— 2.3 Sais Os 


On peut écrire ces formules d’une manière plus abrégée 
et découvrir la loi de leur formation en faisant usage de 
la notation suivante : partageons les z indices 


Ujs Los +... ; 


en divers groupes. Soient À, le nombre des groupes qui 
contiennent un seul indice, À, le nombre des groupes qui 
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contiennent deux indices, ..., À; le nombre des groupes 
qui contiennent z indices; on aura 


+2) + 3 3 +.. . —+ RTE 


on voit que À; doit être égal à zéro ou à l'unité, et si À}, = 1, 
tous les autres À sont nuls. Cela posé, ajoutons entre eux 
les indices à de chaque groupe et désignons par 


pa] 
919 6a, LUCE Ou 


les sommes obtenues; enfin considérons le produit 


SO PErS be 


faisons toutes les permutations des indices &,,4,...,@; 
qui font acquérir à ce produit toutes les valeurs distinctes 
dont il est susceptible, ajoutons tous les résultats et dé- 


signons par 
T(\, À2 À La À) 


la somme obtenue qui sera une fonction symétrique des 
indices «. 

D’après cette notation, les formules écrites plus haut 
deviennent 


Dire T(2,0)—T{o,1), 
Dr. O, o)— Tr, Li 0) CARE LI: O, 1), 
Disesie—T(4, 0,0,0)— T(2,1,0,0) 


+ 2T(1,0,1,0)— 2.3T(0, 0,0, 1) 


(2) \ 
VatirpapetatæT (5, 001010 #0h5;/1, 0,040! 
+ 2T{(2,0,1,0,0)+T{1,2,0,0,0) 
—92.3T(1,0,0,1,0)—2T(0,1,1,0,0) 


+2.3.4T(0,0,0,0,1), 
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et il est aisé de vérifier qwon a généralemeut 


| ) LME Fr 


| = (— t en en à ( > je TL ( 5 LE FIURRE ( DUAN ED À, ….) À) 


le signe Ÿ du second membre s'étendant à toutes les va- 
és 


leurs de À,, 1, ..…., À; qui satisfont à la condition 
+2 + 3h +. Hi i, 

et le symbole l'{x) désignant, comme au n° 196, le pro- 

duit des p— 1 premiers nombres entiers. 

Au moyen des formules (2) on vérifie l'exactitude de 
la formule (3) pour 1=—2,3,4,5; donc, pour établir la 
généralité de celle-ci, il suffit de prouver que, si elle a lieu 
pour i=k, elle a lieu aussi pour i=k+1. Admettons 


que l’on ait 


) (en XX 
| Lilo... Ly 


{ 

=Ÿ (ip, 18 (2)x si (3)Às see T'(4)MT (ee Fe. DR D À&) 
dass 

le signe Ÿ du second membre s'étendant à toutes les va- 


leurs des entiers À, pour lesquelles on a 


Lh+2bh+3lk+... += E. 


1 2 Æ k L 1 


sera formée de termes tels que 


T(, Er LV À% Apt )s 
où l’on aura 


UM+2+3l+.. ++ (A +i) nm = +; 


[9 
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nous allons chercher à déterminer les coefficients qui 
multiplient ces différents termes. 

Supposons d'abord que À, ne soit pas nul, ce qui exige 
que À44, le soit; on aura 


u—1)+2h+3+...+ AE. 
Cela posé, le terme en 
T(A, Àe .….., Àx Oo), 
que nous considérons, proviendra en partie [ formule (1)] 
de la multiplication de s,,., par DE Ti LADA: 


comme les termes de ce produit ne peuvent évidemment 
se réduire avec ceux qui proviennent du changement de 
æ, En di +axys Où de t; en do Haxu, OU, ete., il est 
clair que le coefficient de 

DR Le LD VAR) 


dans dE x ... «fx sera égal au coefficient de 
ren 5 


T1 — 1, À: Dee: À) 
dans 2" xe...x%, c'est-à-dire égal à 
1 PE À.) T(2)h r(3)h ‘# (4); 


ce résultat est conforme à celui qu'on dèduit de la for- 
mule (3) quand on y faiti=k+1. 
Considérons maintenant le terme en 


DO M LEO L 


dans Ÿ x Tr LT GeltermepDrovientitout en 


tier [ formule (1)] des résultats que l’on obtient en chan- 


c 4 ee X 1 
geant, dans —S x% ne M) DIN 7 CE 15 LOU 
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* S 
La CNY; Haye, OU, etc. Les termes de l’expression de 
—N zx x#...x%k, qui concourent ainsi à former le 
ares 
terme que nous considérons, sont évidemment de la forme 
T{o, FES sn y Ag + ls Pet .. àg) 
où g peut avoir Loutes les valeurs telles, que 1,4, ne soit 


pas nul, et le coefficient correspondant sera, d’après la 


formule (4), 
(— à bal nn ne me T (2)LT 3)\ ET (g)hgti T'(g +1 jh MOT Lau? 
Or chacun des termes de 
T(o, he, .….. Aer) EE et D CUCRLEE | 4) 


contient, d’après sa définition même, un ou plusieurs 
facteurs de la forme 


Sato. .2s 


où le nombre des indices à est égal à g; si, dans les fac- 
teurs de ce genre, on remplace successivement & par 
. 2 4 . t 4 , 
Xi + Ayis PUIS 2 Par Lo + xs, Puis, eic., et quon 
réunisse ensuite tous les résultats, chaque terme sera ré- 
” ’ 4 r] L2 
pété g fois dans la somme. Il s'ensuit que le terme en 


(05e DER PAS Ti Ne SR ER E 


donnera, dans xt x... xx, une partie des 
9 4 D. k K+1 P 
termes contenus dans l'expression 

T(o, }2S PONT Ve re .…. ÀE Oo), 
et que ceux-ci auront pour coefficient 
glass kp{a)h,, DS D (+ 1e ne 
on 


(EEE na Tee TE 1 IP DURE 
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à cause de gl(g) =T(g+1). Les termes qui peuvent 
naitre des diverses valeurs dont g est susceptible ne 
pouvant se réduire entre eux, le coefficient de 


To; Le, pue ..…, Àg, oO) 
dans Ÿ + TOPICS LÉEYISCTA 
( 7 de y A ( 2) A ( 3 jÀ CRU CA je, 
Ce résultat est conforme à celui qu'on déduit de la for- 


mule (3), en y faisanti—k+1. 
Considérons enfin le terme en 


DDTO0 NO RER AONEN) 
dans Ÿ x axe... xx xGit, Il se forme au moyen du seul 


terme 
ETAPE) TE 0 #0, "2%1, 0, tr) 


de —T at D mbrlautelfectiVement, pour cela, 


ajouter successivement x}, à chacun des indices qui 
entrent dans ce terme, et réunir tous les À résultats qui 
sont évidemment égaux entre eux. On voit alors, à cause 
de AF(k)=T(k+1), que le terme considéré a pour 
valeur 

CET A TNT (0, 02::05 7 0 40): 


ce qui achève de démontrer l'exactitude de la formule (3). 

199. Il est aisé de trouver le nombre N des termes 

contenus dans la fonction que nous avons désignée par 
T(A. 2 .….., À). 


Effectivement chacun de ces termes correspond à une 
certaine distribution des indices 


C9 U», ….., X; 
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en A1 +2 +...+ 7; groupes, et À; désigne généralement 
le nombre des groupes qui renferment # indices. Écri- 
vons, sur une même ligne, tousles indices &, de manière 
que ceux qui appartiennent à un même groupese trouvent 
placés à côté les uns des autres, en commençant par les 
groupes d’une seule lettre, mettant ensuite les groupes de 
deux lettres, et ainsi de suite. On pourra former, de 
cette manière, N permutations ou arrangements des à in- 
dices qui correspondront respectivement aux N termes 
de T. Si maintenant on fait dans chacun de ces N arran- 
gements toutes les permutations possibles des indices qui 
composent chaque groupe, sans altérer l’ordre des groupes 
et sans faire passer aucun indice d’un groupe à un autre, 
le nombre total des arrangements qu’on obtiendra sera 
égal à 


Nr{o)Mr(3)h...r(i)Mar(i bals 

Enfin, si, dans chacun des arrangements ainsi formés, on 
permute entre eux, de toutes les manières possibles, d’a- 
bord les À, groupes qui contiennent chacun un indice, 
puis les À, groupes qui contiennent deux indices, 
puis, etc., sans altérer l’ordre des indices qui composent 
un mème groupe, le nombre de tous les arrangements 
ainsi obtenus sera 

Nr{2}Mr(3)h..,.r{i+i)T(M +1) +1)... Ti). 
Or il est évident qu'en opérant ainsi on a formé toutes 
les T(i+1) permutations des z indices sans en omettre 


ou en répéter aucune. Le nombre précédent est donc égal 
à F(i+:1), et, par suite, ona 

pa T(i+i) 
D'(2)MT(3)ù.. DH) Tu +1) Oo+i). eT(XHi) 
200. La formule (3) suppose que les & indices 


Xis Has ... &; 
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sont inégaux. Supposons maintenant que parmi ces In- 
dices il y en aitu, égaux à &,, dm égaux à &,, ..., enfin 
Lux égaux à 4x5 il est évident que le second menbre de la 
formule (3) devra être divisé par 


Tu + 1)T(m+i). ' (ur + ph, 


ainsi que nous l'avons déjà dit au n° 173. 

Supposons, en particulier, que les z indices soient 
égaux à un même nombre æ: on devra diviser le second 
membre de l'équation (3) par F(i+1); d’ailleurs, cha- 
cun des N termes de 


; T(A, Âge. ) 
se réduit à 


n 2 his 
OS CRE ON PE 


$ 
donc cette fonction a pour valeur 


Dies AU 


T(2)\r(3}n...r(i + ITU æHi) Ti. rit) 27 


ou 
k r(i+i1) 
ih.oh..Mr(2)hr (3)... TT (M +Hi1)T (+) THE) 


s\: RE 


la formule (3) donne alors 


(5) DOC eV ee s\: RE %- 
Mk. MT(Ui)T{ +1). Tir) * 22 


le signe Ÿ du second membre s'étendant, comme précé- 


demment, aux valeurs nulles ou positives des entiers À, 
À93 + + + À; susceptibles de vérifier la condition 


li + 212 +. - +ikj =i. 


fe NEA Te Te" 


ç"i 


ia? 


SEAL, 


“Jia 
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Détermination des coefficients d’une équation en 
fonction des sommes de puissances semblables 
des racines. 


201. L'analyse précédente donne immédiatement l’ex- 
pression des coefficients d’une équation en fonction. des 
sommes de puissances semblables des racines. 

Soit l’équation 

æ" + p, ami + De ae LS Pm—1 € + Pm —= 


et représentons, comme précédemment, par 


Lys Los vos Tm 


ses m racines. On a 


Pr nE DE RTE 


par suite, la formule (5) du n° 200 donnera, en y fai- 


SANTE UN, 


V>. (— 1 jthitet À; 
Pi \ 


D) RS er RO NS RU NU 
ms 1h02h,38%h. TU) PO 1)... (A 0 


EX 


le signe Ÿ s'étendant toujours aux valeurs nulles et posi- 
tives des exposants À qui vérifient la condition 
hi + 2) +. . . —+ VD ce 


Endaisantbite O0 4e NON POUSE 





HE 19 
nue I 
Pa PE FE Dos 
Ÿ L 3 ï I 
PRET 2 à ON EUR 





, 1 I 
ee o 2 ,2 
pie : s' SE So + Si Sa + —— 55 — —s 
DU NE 2 RE 3 2202 PONS 
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Il est aisé de vérifier ces résultats au moyen des formules 
de Newton. 


Méthode nouvelle pour former le dernier terme de 
l'équation aux carrés des différences. 


202. Le produit des carrés des différences des racines 
d’une équation prises deux à deux, ou, ce qui revient au 
même, le dernier terme de l'équation aux carrés des 
différences, est une fonction entière des coefficients de 
l'équation proposée, qui possède plusieurs propriétés 
remarquables et qu’on a occasion de considérer dans 
diverses questions d'Analyse supérieure. Nous avons fait 
. connaître au n° 179 le procédé de Cauchy, par lequel on 
peut calculer la fonction dont il s’agit, pour une équation 
de degré m, lorsqu'on connaît la valeur de cette même 
fonction pour une équation de degré m—1. Je me pro- 
pose ici d'indiquer un procédé nouveau et d’une grande 
simplicité pour résoudre la même question. 

Soit l'équation de degré m 


(a) ep pe perl pr i7 + Pm=0, 


et désignons par V,, le dernier terme de l'équation aux 
carrés des différences des racines. Il résulte de la théorie 
des fonctions symétriques que V,, est une fonction en- 
tière des coefficients p1, Ps, +. ., Pm, et que chacun des 
termes de cette fonction renfermera m{(m—1) dimen- 
sions, si l’on considère chaque coefficient p comme ayant 
autant de dimensions que son indice contient d'unités. 
D’après cela, la valeur de V,, ordonnée par rapport aux 
puissances décroissantes de p, aura la forme 


(2). Vu=Ai pr + Asp HA pe +. HA Pm + Am 


nm 


A4,A5,..., An étant des fonctions entières de p,, pa 
Pm_1, dont la première est une simple constante. 


2...) 
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Désignons par V,_, le dernier terme de l'équation 
aux carrés des différences des racines de l’équation 
(3) AM Ep, D LE DES LE, + pe © HF Pr 10: 


Lorsque p,, est nul, la fonction V,, se réduit à À, ; d’un 
autre côté, l'équation (1) se déduit alors de l'équation (3) 
en multipliant celle-ci par x, c’est-à-dire en y introdui- 
sant une racine nulle. Il s'ensuit évidemment que l’on a 


2 T 
An EN ES V m—1° 


Cela posé, il est évident que la fonction V,, ne changera 
pas, si l’on augmente chaque racine de l’équation (1) 
d’une même quantité h; or, par ce changement, les coef- 
ficients ps, Ps, «+, Pm prennent des accroissements 
AP1; A Po; GENE) APm—1 APm 
qui s'évanouissent avec h, et dont les termes qui con- 
tiennent À à la première puissance sont respectivement 
mh, (m—1)p;h, (m—2)p;h, ..., 2pmoh, Pmh 
L'accroissement correspondant AV,, de V,,, savoir : 


OV UV: OV 
ET AD rie pe Le el 
dPi #1 OP2 ie dPm 


est nul, quel que soit k, et, par conséquent, le coefficient 











Aprnitre, 


de la première puissance de À est identiquement nul; on 
a donc 


OV» 
OP: 


VA 0 je OV 


0 
m + (m—i1 +im—2)p +... +p, 
)P1 ÔP2 }P» dP3 P 1NORE 











On peut obtenir, d’une autre manière, cette équation 
qui va nous conduire à la valeur de V,,. Si, en effet, on 
fait disparaître le second terme de l'équation (1)et qu’on 
exprime, par le moyen des différentielles partielles, que 
VAestune fonction des coefficients de l’équation transfor- 
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mée, on retrouvera l'équation que nous venons de former. 
Nous écrirons, pour abréger, cette équation de la 


manière suivante : 
OV» 


OC 


= (4 


en feignant que p1, Pa, + - : , Pm SOient des fonctions d’une 
variable €, qui aient respectivement pour dérivées 

dP: OP: pre dPm 
a Miss il | Di, os Pen ies Ne 
FE ? ot }P1 d6 Pm—2 d Pm—1 
En différentiant l’équation (2) par rapport à la variable 


fictive €, se rappelant que À, est une constante dont la 
dérivée est nulle, 1l vient 











OV we 
EP] (re — APT ï +(m—2)A,p" RER +24n2Pm + Am | 
DA a 0 An OA net de DATE nf 
SE HS A TT Ph + Has 
ot Pm ro 26 Pen OÙ Pm + 06 
Or a est identiquement nul; on a donc, en égalant à 
ÿ 
zéro les coefficients des puissances de p», 
OA, 
Pm—1 Am an LES GTA D | 
HAE 
DD mr CE — O, 
1 1. 2 
Or As QUE FT = —O, 
PR Ra ee M LEO RENE , 
OA 
(m — 3) Pm-1 A3 + su = Up 
OA 
(m—2)p,} A; Æ — 0, 
AA 
(m— 1 | Pr A; ST — ©. 


464 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Si l’on connaît V,_,, la valeur de A,, s’en déduit 
immédiatement, comme on l’a vu plus haut, et les équa- 
tions précédentes donneront ensuite successivement 
Am_1, Am_o, ...: en sorte que la valeur de V,, se déduit 
de V»_, par de simples différentiations. 


203. ExemPpze. — On a 
Ve = pi — 4Pa; 
supposons qu'on veuille avoir V,. On posera 
V3 — A;p;i + A:P3 + As 


et s1 l’on fait 








OP: OP: 
= —3 SE 
DAT AN O0 UE 
on aura 
| OA JA» 
PE à = 0, ODA re 0 


: Ona d’abord cette valeur de A3, savoir : 


A3 = PilPi— 4Pah= Pi Pi 4 Pà 
on en déduit 
OA 
> = — 18p1p} + APP 
re | 
et, par suite, | 
A 18P1P2 ee Âp}; 
on trouve enfin 





OA, 
FTA ne 54 Pas 
et, par suite, 
M4 an 
On a donc 
Va = — 27p; + (18pip2 — Api)ps + pipi 4p}. 


Supposons encore qu'on veuille avoir V,. On posera 


V,—A.,p} + Asp + AP; + An 
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puis 
dPi 9P: OP; 
nu — |; D D le 9 
oc PA Na à. 
CL 
P3 A3 + La —O, 2P3A: + Te —0, 3pP;A; + ra D): 
On a d’abord 
mens ra Pa Pile PAP EPP LU PiP}; 
d’où 
OA, 3 28 : 27,2 3 2 
dr 144p2p$ + 6pip3 + 80P1P3P3 — 18P;P2P3 


+ ApiPiPs — 16P;Ps 
et, par suite, 
A3 —1{4pap; — 6pips — 80P1P:P3 + 18PiP2P3 
TA D es LOPa: 


d’où 
OA; Ce 1 2 2 jé 4 
Man Lt HP e000 Papi LORD iPs 
et, par suite, 
A3 —192p1Ps — 128p; +144pip: — 27p;, 
d’où 
OA» 
— — — 768p;, 
Ô& 7 P3 


et, par suite, 
AXE 60: 
ce qui achève de déterminer la valeur de V,. 

Dans le cas particulier du quatrième degré, on peut 
mettre sous une forme commode pour le calcul arithmé- 
tique l'expression du produit des carrés des différences 
des racines. Prenons l’équation proposée sous la forme 


ax + 4 bx3 + Gex? + {dx + e — 0, 
S. — Alg, sup., 1. e 
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et soient 
I— ae — 4 bd + 30c?, 


J — ace + 2 bcd — ad? — eb? — ci, 
On aura, en désignant les quatre racines par &, 6, y, 0, 


aix (a—B}(a—y)(a—8)(8—y)(8—8}(r— 9) 
= 16? (15 — 27J?). 


C’est M. Cayley qui, le premier, a trouvé cette formule. 


Démonstration nouvelle de la formule de Lagrange. 


204. La formule de Lagrange a fait l’objet des re- 
cherches d'un grand nombre de géomètres; Cauchy, en 
particulier, est revenu à plusieurs reprises sur cette for- 
mule, etilen a donné diverses démonstrations. Mais, dans 
ces derniers temps, M. Rouché a fait une étude nou- 
velle et plus complète de la question, et il a publié, 
dans le XXXIX° Cahier du Journalde l’École Polytech- 
nique, une démonstration qui ne laisse rien à désirer sous 
le double rapport de la rigueur et de la simplicité: nous 
croyons utile d'exposer ici l'analyse de M. Rouché. 

Les développements qui vont suivre ne se rapportent 
pas seulement aux équations algébriques : ils s'appliquent 
également aux équations transcendantes. Rappelons à ce 
sujet que, si f(z) désigne une fonction quelconque bien 
déterminée de la variable z, qui s’annule pour z = z4, 
et Si, étant un entier positif, la fonction 


= F2 
(z — 2, }® F( ] 
a une valeur finie différente de zéro pour z = z,, la ra- 
cine z, de l'équation f (z) = o a le degré de multipli- 
cité pr; les règles du Calcul différentiel montrent que dans 
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ce cas les u— 1 premières dérivées de la fonction f(z) 
s’annulent pour z = z,, tandis que la dérivée suivante 
prend une valeur différente de zéro. 


205. Soit f(z) une fonction bien déterminée de la va- 


riable 


z — p(cosw + isinw) — pe“, 


à désignant ici l'imaginaire RE Si l’on attribue au 
module p une valeur déterminée, la fonction f(z) ne 
dépendra plus que de l’argument w; donnons alors à w 
les 7 valeurs 

o, LEA IE Gate s.) (x2—:1) sas 

n 2 ) 7 

et désignons par 20, Z4, +, Zn_1 les valeurs de z qui 
répondent à ces arguments, la moyenne arithmétique des 
valeurs correspondantes de f(z), savoir 


(2) + f (2) ta e + f(zn) 


nm 





tendra vers une certaine limite quand le nombre » tendra 
vers l'infini; cette limite sera dite la valeur moyenne de 
f(z) correspondant au module p. 

Considérons, par exemple, la fonction 


VENT dre 
m étant un entier positif ou négatif; la valeur de 


20 Ha... +27 


n—1 


7 











est 1 irete 
pi 9mri kmri 2(n—1)mri m PL t 
—li+e *" +e * +...+e F — L— : 
72 CE 


dès que le nombre variable x sera supérieur à », le dé- 
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nominateur de celte expression ne pourra s’annuler, 
car m est, par hypothèse, différent de zéro; d’ailleurs le 
numérateur est nul, puisque m» est un enter, donc la 
moyenne arithmétique des 7 valeurs de z”* considérées 
est nulle dès que 7 surpasse m. Il s'ensuit que la valeur 
moyenne de la fonction z” est égale à zéro. 

Quand le nombre m est zéro, la fonction f(z) se ré- 
duit à l'unité et dans ce cas sa valeur moyenne est elle- 
même égale à 1. 

On peut conclure de ce qui précède la proposition 
suivante, qui nous sera utile : | 


Tuéorëme. — Si, pour une valeur déterminée p du 
module de la variable z, la fonction f(z) est dévelop- 
pable en une série convergente ordonnée par rapport 
aux puissances entières positives et négatives de z, le 
coefficient d’une puissance entière quelconque z*, dans 
le développement, est égal à la valeur moyenne du 


quotient a 


En effet, supposons que, pour une valeur p du module 
de z, on ait, quel que soit l'argument o, 


nm = + © 





EVE 
NN — © 
on pourra écrire 
f{z) © 
2 De grn—h 
NE — © 
ou, si l’on veut, 
7 m—=+M 
à (2) 





en ) —k 
a An 2e Et £s 


IL = — 31 


€ désignant une quantité qui Lend vers zéro quand l'en 





SECTION IT. — CHAPITRE II. 469 


tier M tend vers l'infini. Prenons les valeurs moyennes 
des deux membres de cette égalité; tous les termes com- 


pris sous le signe Ÿ donneront des valeurs moyennes 


nulles, à l'exception de celui qui répond à m = k et qui 
aura À; pour valeur moyenne. Si donc on désigne par 





f(z) 
» la valeur moyenne de e, et qu'on représente par 9 + 
Z 
celle de Ea on aura 


z 
JL at LE Az + 13 





mais 1l est évident que n — 0, car n est la limite que 
prend, pour 7 = , la moyenne arithmétique 


€o —+ &1 +, + Ent 








7 


des r valeurs de €; le module n est donc inférieur à la 
moyenne des modules des quantités €, et, par suite, in- 
férieur au plus grand des modules de ces quantités. 
D'ailleurs celui-ci s’annule pour M — w et, en consé- 
quence, le module de n se réduit en même temps à zéro. 
On a donc | 


f(s) 


zh 


JT — A: 





206. Lorsqu'on attribue une valeur déterminée au 
module p de la variable z, et que l’on donne à l’argu- 
ment w toutes les valeurs comprises entre zéro et 27, le 
module de la fonction f(z) prend diverses valeurs. La 
plus grande de ces valeurs a reçu de Cauchy la dénomi- 
nation de module maximum; le module maximum de 
f(z) est donc une fonction du module de la variable z. 

Par exemple, soit | 
ji= 


Z 





9 
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ae” désignant une constante et 72 un nombre entier; le 
module de f(z) sera la racine carrée de l’expression 


2 (ae part) [ar-ai+ pe-vi)]", 
ou 


ae + 2apcos(w — &)+ p?]", 


et il est évident que le maximum de cette expression ré- 
pond à w — a; il s'ensuit que le module maximum de 
la fonction f(z) a ici pour valeur 


CET 
p 


Cela posé, on a la proposition suivante : 


Tuéorime. — Le module de la valeur moyenne d'une 
fonction f(z) est inférieur au module maximum de 
cette fonction. 


En effet, la valeur moyenne A. f{(z) de la fonction 
f(z) est la limite vers laquelle tend l'expression 


f(z)+f(a)+.. + /(en), 


7 


quand 7 tend vers l'infini; le module de la somme qui 
figure au numérateur est inférieur à la somme des mo- 
dules des parties, et en conséquenceil est inférieur, quel 
que soit 7, à n fois le module maximum. Donc le mo- 
dule de M f(z) est moindre que le module maximum. 


CorozLaire. — Lorsque, pour une valeur donnée du 
module p dela variable imaginaire z, une fonction f(z) 
est développable en une série convergente ordonnée sui- 
vant les puissances entières positives et négatives de z, 
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le module du coefficient de _ dans le développement, 


est inférieur au module maximum du produit z f(z). 

En effet, d’après le théorème du n° 205, le coefficient 
de = dans le développement de f(z) est égal à la valeur 
moyenne du produit zf (z), et, d’après le précédent théo- 


rème, le module de ce coefficient est inférieur au mo- 
dule maximum de zf(2). 


207. Ces notions préliminaires étant établies, considé- 
rons une équation de la forme 


3 = te(x + z), 


dans laquelle t et x désignent deux constantes quel- 

. conques réelles ou imaginaires, et où o représente une 

fonction bien déterminée qui reste continue pour toutes 

les valeurs de z dont le module est inférieur à une cer- 

taine limite R. Nous établirons d’abord, d’après M. Rou- 
ché, le théorème suivant : 


THéorÈme I. — Si la fonction o(x + z) est bien dé- 
terminée et continue pour toutes les valeurs de z dont 
le module est inférieur à R, et si la constante est telle, 
que le module maximum de la fonction 


ty(x +2) 
Z 


soit moindre que l’unité pour une valeur r du module p 
de z inferieur à R, l'équation 


di to(x Le z) 
aura une racine unique de module inférieur à r. 


En effet, soit m le nombre des racines z,, Z2, ..., Zm 
de cette équation, dont les modules sont inférieurs à r; 
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on aura 


ni) 2 y(atz)=(sn)(s— 2). (82m )d(s), 
en désignant par Y(z) une fonction bien déterminée, 


qui reste continue et qui ne s’annule pour aucune valeur 
de z dont le module est inférieur à r ; on tire de là 


me [221] ve 


— log(z —z)+...+log(z—z»)— logz, 
et, en différentiant, 


to(r+z) 
dog] 1— ré | dlogŸ(z) I I I 


Fo 1 eur re 
(2) dz dz Ds 2 2 27 Smet 





RE maintenant à la variable z le module 7'; le 


to(x +2) 


module de ? étant alors moindre que lunité, 


par hypothèse, on a 


D 


Z z 2 Z 


feel. 


d'ailleurs la fonction (x + z) est développable, ainsi 
que chacune de ses puissances, en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances entières et positives de Z; 


donc la fonction 
log FE LiGare) J 


peut être développée suivant les puissances entières po- 
sitives et négatives de z. La même chose aura lieu aussi, 
par un théorème connu, à l’égard de la fonction 


dog [1 #2 +2 | 
AL ECTS nufAReale 


z 
dz 
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et 1l est évident que, dans le développement de cette 
LA LAS I 
dernière fonction, il n’y aura pas de terme en a 


D'un autre côté, la fonction 


dlogŸ(z2) Es ÿ'(z) 
dz (z) 


est évidemment développable par la formule de Maclau- 





<< 


rin, suivant les puissances entières et positives de z, 
puisque le module 7 de z est inférieur à R ; donciln'y a 


I k : 
aucun terme en — dans le développement du premier 
es 


membre de la formule (2). 
Passons au second membre ; comme on a 


I 








I 
Z— 13 Z 2 z z° 
1 1 


*. U. : I 
1l est évident que le coefficient de -+ dans ce second 
Z 


membre, est égal à m—1; ce coefficient doit être nul, 
et l’on a en conséquence 


TOURS 


208. La démonstration de la formule de Lagrange 
est contenue dans le théorème suivant, qui fait connaître 
en même temps quelle est celle des racines dont la for- 
mule fournit le développement. 


Taéorëme Il. — Les mémes choses étant posées que 
dans le théorème L, si l’on désigne par z, la racine de 
l'équation 

Z — to(x + z) = 0; 


dont le module est inférieur à r, et par F(x + z)une 
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fonction bien déterminée et continue pour les valeurs 
de z dont le module n'est pas supérieur à r, la quantité 
F(x + z,) sera développable en série convergente par 
la formule 


F(z+z;)—F(x) + : F’(x) p(x) + = Eee +... 
en a P(r)fe(r)" 
Rares dx"! rs 


En effet, l'équation 
D — to(x +z)—=0o 


n'ayant qu'une seule racine z, de module inférieur à r, 
on a, par le numéro précédent 


(1) log | 1— EEE | —togy (2) = og (1%), 
et, en multipliant par la dérivée F'(x + z) de F(x +2), 
il vient 


| Fr) og | 1— benne) 


(2) | 
| = Pr +s)log (1%). 


\ 
\ 


| — F'{x + z)logŸ(z) 


Donnons à z le module 7, développons les deux 
membres suivant les puissances de z, et égalons entre 


è I 
eux les coefficients de Et 
Considérons d’abord le premier membre. La partie 
: I 
F'(x+2)logÿ(z) ne contiendra aucun terme en He 


car logd(z) est développable suivant les puissances en- 
tières positives de z, comme on l’a vu au numéro précé- 
dent, et la même chose a lieu à l’égard de la fonction 
F'(x + z) qui, en vertu de notre hypothèse, est déve- 
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loppable par la formule de Maclaurin. Quant à la pre- 
mière partie, le module de RE étant inférieur à 
1, elle peut être mise sous la forme 


—P(r+s)] Lele+e)+ lots +) P+. 





+ rte ++.) 


Le coefficient de z*-1 dans le développement de 
P'(æ+z)lo(z +z)}", 
suivant la formule de Maclaurin, est égal à 


I HE F'{x) Es 
122827 EN) dx"-1 


expression qu'il faut réduire à 
F'(r)y(x) 


lorsque nr — 1; d’où il résulte que, dans le développe- 


ment du terme 
LES 3 
tee elglr ct 2)] 9 





* I 
le coefficient de — a pour valeur 
Z 


Le Las ste) Lo A 


1 


Do NU dx 1 


en outre, d’après la proposition établie au n° 206, le 
module de ce coefficient est inférieur à 
q” 
73 ns 
F 1] ; 
p étant le module maximum de F'{x + z) et 4 celui de 
tol(r + z) 


D’après cela, dans le développement du pre- 
Zz 
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mier membre de la formule (2), le coefficient de : est 
la somme de la série 
Ur #2 dF'(x)[e(x) |? 
— | —-E(xr)o(x ————— +... 
PACECE UE 


É ER r LT, 


77 dx"! 





+ 


et cette série est convergente, car les modules de ses 
termes sont inférieurs à ceux de la série 
/ 2 3 
a 4 q 
FE MR EAU 
“ | I 2 3 ) 
dans laquelle g est 1, par hypothèse; il est évident 
que cette dernière série est convergente et a pour somme 


— prlog(r —g). 

Considérons maintenant le second membre de la for- 
mule (2); z ayant le module 7, chacun des facteurs qui 
le composent est développable en série convergente, 
par la formule de Maclaurin, et l’on a 





! Z (A Z 4 z? Nl//4 
F (x +2) gr) De Le (cr) 2 à (æ)H (+. | 
É 2, 2, Le 
st 3 SU Su nn 32 Te 


: ; I mt 

Dans ce produit le coefficient de — est évidemment la 
Z 

somme de la série 


DA RUN ; 
É (x) + 


2 


25 
1 7 1 m ( Are 
ARE roc e (x) + jE 





le module de z, étant inférieur à 7, cette série est con- 
vergente et elle a pour somme, d’après la formule de 
Maclaurin, la différence 


—|F(x Hz F(x)}. 
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De tout cela nous pouvons conclure que l’on a 


Fr+a)=F(r)+ 2 P(x)elr) + = Es GIE (x)? 





NS 


comme nous l’avions annoncé. 


209. Si l’on fait croître le module p de la variable z 
depuis o jusqu’à œ , le module maximum de la fonction 


gr +) 


Mir agir 


Z 


qui est infini pour p = 0, ira d’abord en décroissant, et 
s’il ne redevient pas infini pour quelques valeurs finies 
de p, il finira par croître au delà de toute limite, en même 
temps que p, à moins que o(x + z) ne soit une fonction 
linéaire de z. En effet, la fonction @{x + z) restant bien 
déterminée et continue pour toutes les valeurs de z, sup- 


Fa + 2) 


posons que le module maximum de ? ne puisse 


Ge LR: 
surpasser une quantité donnée 5 le module maximum de 
tg(x +3) 

Z 


sera dès lors inférieur à 1, quelque grand que soit le 
module de z et il s’ensuivrait (n° 207) que l’équation 


z—=to(x + 2) 


n'aurait qu'une seule racine, ce qui ne peut avoir lieu que 
dans le cas où o(x + z) est une fonction linéaire. 

Il résulte de là que, p croissant à partir de zéro, le mo- 
dule maximum de la fonction 


plx +3) 
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passera nécessairement par un minimum. Posons 


olr 2] = Vis) Poe 


le module P et l'argument Q seront des fonctions con- 
tinues de p et de w; la valeur de w qui répond au maxi- 
mum de P, pour une valeur donnée de g, satisfera donc 
à l'équation 

OP 

(9 and = Oo. 

(2) dw 

P devient alors une fonction de p seul, puisque la va- 
riable w qui y figure est une fonction déterminée de p, 
et, dans le cas du minimum de P, on doit avoir 


OP OP do ER 


D Pol 
condition qui se réduit à 
OP 
(3) de 9) 


en vertu de l'équation (2). 
Cela posé, comme on a 


Ôz 


dw 


Oz ; 
_— (D AR 


ee SN pEÿrEes 


F 
si l’on différentie l'équation (1) d’abord par rapport à p, 
et ensuite par rapport à w, on aura 
OP da 
zÿ'(2)=p— eü+ ipPeü —, 
| HPSRs PRANESS 


e°i P Qr 


7 U ne RE » RE | 
AMIENS . dw ? 





(4) | 20P0 00 


retranchant ces identités l’une de l’autre et supprimant 
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le facteur ei, 1l vient 


OP En p9 _,90P _p099 
P de P de do du 
d’où l’on conclut 
OP 0 OP 0a 
a — — — —p'-——. 
(S) dw 64 do QE db dw 


En vertu de ces formules (5), les équations (2) et (3) 
ne peuvent avoir lieu que si les seconds membres des 
formules (4) s'évanouissent; par conséquent la valeur 
de z qui répond à la plus petite valeur du module maxi- 
mum satisfait à l'équation 


Via 0; 
ou 
ge +2) o(e +e)=o. 
Désignons par € cette valeur de z, et posons 


a +i ’ 
te =#(r+t)= 5 


la quantité { sera une racine commune aux deux équa- 


tions 
3z—tp(xr+z)—=o, 


Le ro (r+z)—o, 
et, par suite, elle sera une racine double de l’équation 
z— tol(x +z)—0. 


Désignons alors par t une constante dont le module soit 
inférieur au module de +, et attribuons à la variable z le 
module de la constante {; il est évident que le module 
: tolx + 3 F UE 
maximum de RARES sera égal au module de -: il sera 
Z x# 
donc moindre que 1. En conséquence, l'équation 


z—ty(x+z)—0o 
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aura une racine unique de module inférieur au module 
de {, et le théorème du n° 208 pourra être appliqué à 
cette racine. 


210. Si l’on pose zu — x, l'équation 
z— t(r+z)=0 
se transformera dans la suivante : 
= X + tolu), 


et, d’après les développements qui précèdent, on peut 
énoncer la proposition suivante : 


Taéorime. — Soient Q{(u) une fonction bien déter- 
minée qui reste continue, et T le plus petit des modules 
qu'il faille attribuer à t, pour que l'équation 

u—= TX + t o u) 


ait deux racines égales. Tant que le module de t res- 
tera inférieur à T, celle des racines u de la méme équa- 
tion qui a le plus petit module sera développable en 
série convergente ordonnée suivant les puissances en- 
tières et positives det; la méme chose aura lieu aussi 
pour toute fonction continue de la méme racine u. 


On a (n° 208), si F(u) est une fonction continue, 
: feat €? dE'(x æ)/2 
F(u)= Fle)+ LF'(x) pla) + 4 )] 


L'OPer il 


+ 


242 


ce qui est précisément la formule de Lagrange, sous la 
forme que cet illustre géomètre a adoptée. Si la fonction 
Fu) se réduit à u, il vient 

ANR AE 0 ed [o(xz)}* 


+ om md Re 0 


LA 
UT _ TE 
Rue gl | floral 0 nr dx"! 


La forme que M. Rouché a donnée à la formule de 
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Lagrange (n° 208) est souvent préférable dans les ap- 
plications à celle que nous venons de présenter ; au reste, 
on passe de l’une à l’autre forme par un simple change- 
ment de variable (1). 


Applications de la formule de Lagrange. 


9211. Considérons l'équation trinôme 
(1) URL LU 


Pour que cette équation ait deux racines égales, il faut 
qu'elle ait une racine commune avec sa dérivée 


(2) 1— mu, 
L’élimination de t entre ces deux équations donne 


mx 
HE 9 
M —1 


et l'équation (2) donne, pour t, la valeur correspondante 


(m — 1} 1 


m'tr'i-1 


-Donc, pour toutes les valeurs de £ dont le module est 
(m —1)"—t 


m'! r/—1 


inférieur au module de . celle des racines de 


l'équation (r) qui a le plus petit module est dévelop- 
pable en série convergente ordonnée par rapport aux 
puissances entières de t. Le développement sera, d’après 





(*) Dans son Mémoire sur la série de Lagrange, M. Rouché a établi 
aussi une autre formule plus générale, et de laquelle il a tiré une dé- 
monstration très-simple de la formule par laquelle Waring a exprimé la 
somme des puissances semblables des racines d’une équation algébrique. 
Je renverrai pour ces développements au Mémoire de l’auteur. 


S. — Alg. sup., E. 3: 
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la formule de Lagrange, 


1 Dm fi EU Ag À 1 PRRE Dar -12 ul Sm(3m—1) sms LISE 
1222 | 224 
nminm—1)...{(nm—n+) 


DOME TRES An 
HN Peor 


Le terme général u, de cette série a pour valeur 


A ans LEE 
VE PME, 


Un — 


et l’on en déduit 


Unys 10 (rm mi(nm+m—i)..:.(rmu) 
un __n+1 (nm—n+2)...{nm—n+m) 





a7t--1 €. 


La limite de ce rapport, pour 7 =  , est 


mt ami 


PRE ER LEE t. 
HN 
(m—1) 


et l’on vérifie de cette manière que la série est conver- 
gente, si le module de £ est inférieur au module de 


(m 1 re 


m'! v—1 


212. L'emploi de la formule de Lagrange est souvent 
avantageux pour obtenir le développement en série des 
fonctions explicites; j'en présenterai 1c1 deux exemples. 

Supposons d’abord qu'on demande de développer en 
série ordonnée suivant les puissances entières de t la 
fonction 

I 


Vi— otx DS za 


dans laquelle x désigne une quantité réelle donnée dont 
le module est inférieur à l’unité. 


SECTION II. — CHAPITRE Il. 483 


Je considérerai à cet effet l'équation du deuxième degré 


| 


(1) u—=r+t 





v) 
2 


dont les racines sont données par les formules 


LE Vi otr + re 
l 





(2) L — 


Pour que l'équation (1) ait deux racines égales, il faut que 
l’on ait 
I— 2x += 0, 

d'où l’on tire 

ip hf  e Vi x VERT; 
x étant réelle et comprise entre — 1 et +1, le module 
de ces deux valeurs de t est égal à l’unité; donc. pour 
toutes les valeurs de t dont le module est inférieur à 1, 
celle des racines de l'équation (1) qui a le plus petit mo- 
dule est développable en série convergente ordonnée 
suivant les puissances entières et positives de £. Si nous 
supposons que la quantité £ soit réelle et comprise entre 
—1et +1, on aura, d’après la formule de Lagrange, 





9 
x? — 1 \? 

pe TES 

le Vote re met e t 
EE _ RE PPS PRE 





t 2 ER dx 129 


72 eg EL 
> Lie ES PE 
2 t” 


Re ——— +... 


dx"! HOSe 72 





et, si l’on différentie par rapport à x les deux membres 
de cette formule, 1l viendra 


I 








Tee Ne DONS Xe Xe, ,., 
1— 017 + t 


en posant, pour abréger, 


I dn (x? — Die 


1.2...2927 dx! 


Ar 
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on voit que cette fonction X, est précisément celle dont 
nous nous sommes occupés aux n° 124 et 134. 


213. Supposons enfin qu'on veuille développer la 
fonction 
Go" 
(1 Pie DRELT 
suivant les puissances croissantes de £. 
En appliquant la formule de Lagrange à l'équation 


(r) z—GC+if(z), 


où z désigne une fonction des variables ? ett, et f(z) 
une fonction quelconque de z, il vient 


ré Rime F'x) TE F 
Fi N [ (GS Ale 


PA à LA LORS déni 








et, en différentiant par rapport à 7, 


7 n nr t| r\n 
@) PEN EEE, 
ISA ENT 72 





içi 
Maintenant soient 

Fate zlme rien 
l'équation (1) donnera 


C— 41 est, I 
NT nn le SR 





7 —— 
© — 


et, par suite, la formule (2) deviendra 


Es)" ue drene y 
(1 — Lie ne ere à Je L 





* ei À 
21: 
RU 


Le « 
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CHAPITRE IIL. 


DIGRESSION SUR LA DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS 
RATIONNELLES ET SUR LES SÉRIES RÉCURRENTES. 





Théorie de la décomposition des fractions rationnelles 
en fractions simples. 


214. La théorie de la décomposition des fractions ra- 
tionnelles est siimportante, et ses applications dans l’Ana- 
lyse mathématique sont tellement variées, que je crois 
utile de la présenter ici avec tous les développements 
qu’elle comporte. 


Nous commencerons par établir qu’une fraction ra- 


s rt A 
tionnelle s . , dont les deux termes sont des polynômes 
TL 





C4 


quelconques premiers entre eux, est décomposable en 
une partie entière (qui peut être nulle), et en plusieurs 
fractions simples à numérateurs constants, ayant pour 
dénominateurs les diverses puissances des facteurs li- 
néaires qui divisent le polynôme f(x). Nous démontre- 
rons ensuite qu’une fraction rationnelle n’est décompo- 
sable ainsi que d’une seule manière, et nous indiquerons 
enfin le moyen d'effectuer la décomposition. 


215. Tuéonime 1. — S1 a désigne une racine de l’é- 
quation f(x) = 0, « son degré de multiplicité, en sorte 
que l’on ait 


MAP ALTER 


fix) étant un polynôme non divisible par x— a, la 
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F(x) 
Ti) 


toujours étre décomposée en deux parties de la manière 


fraction rationnelle  supposéeirréductible, pourra 





suivante : 
F (x) A Fix) à 
HEANLE Er) qi: (x— a) 1 fix) 





À étant une constante, et F, (x) un polynôme entier. 
En effet, on a identiquement, quel que soit À, 


F(x) F(x) A LATTES 


— — 


f(x) ea} f(x) (ea; (a —aÿfA(2" 








et, pour que le deuxième terme du second membre ne 
contienne à son dénominateur que la puissance æ—1 du 
facteur x— a, il faut et 1l suffit que le numérateur 
F(x)— A f;(x) s’annule pour x — a. Posons donc 


F(a)— Af(a) —0; 


on aura 





cette valeur de À sera finie et différente de zéro, puisque 
fifa)etF (a) ne sont pas nuls ; si l’on fait alors 


Fle)—Af(z)=(r—«)Fi(x), 
Fr) A Fi (x) 


f(x) (ea; Tr a) flx) 


ce qu'il fallait démontrer. 





CoroïLAiRE. — O1 l'on a 
fix)={(r-a)(x—0b)...(x— 12}, 


a, b,..., l'étant des quantités distinctes et x, 6,..., 2 
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des entiers positifs, la fraction rationnelle (æ) pourra 

















; , , f(x) 
étre décomposée de la manière suivante : 
RÉ ur A LIEN 
f(x) (x—a} (æ—a)"-1 asie RALCUs 
B B, B5_. 
Ten E Noa 
L L, 157; 
cu AN OTrEETEIQE pes +E(x), 


RL BB Ee NL 1) étant des/constantes 
finies, et E (x) une fonction entière. 


En effet, en posant comme précédemment 
flæ)= (ea f(x) 


on a, par notre théorème, 


F (x) Li À pi Fi(x) 
ah At (ef fa) At) 
Fytx) ui A; A F; (x) 
ma AG) ait Gel tAf) 
pars (x) PAT: Fax) 





+ 





PAS a ar of fe) 


A,A,,... À,_, étant des constantes finies et détermi- 
nées, etF,(x), F;:(x), .…., F(x) des fonctions entières. 
Il faut remarquer que la constante À n’est jamais égale à 
zéro, mais les quantités A,, A2, ..., À,_; peuvent être 
nulles, car l’un des polynômes 10 (6) POI A in 
être divisible par x—a; en ajoutant les égalités qui pré- 
cèdent, 1l vient 

El RAM" Act RE AE ra EE 


Fe) er Ale) (ea; ar 


———— 


x—a f(x) 








| 


Ji (e 


j 


438 


Si l’on pose 
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Atz)= (x 6) Al) 














À C HE 
et que l’on opère sur la fraction F- = comme nous ve- 
Cr 
L Fr 1 ; 
nons de le faire sur Fa? on obtiendra une expression 
| Z 
de la forme 
F(x) Be B'267 20 _Bes  Foselx) 
ee ep tot tes te 
et, par suite, 
F(x) À À; À a—1 
J\x) (æ — a)* (x— a) ZX — 4 
B B, Be, Fore (x) 
PR PAR D A PER AA =); 
DATE (ep À T— 0 ART 


Bb de 


une fonction entière. 


étant des constantes déterminées et F,,4(x) 


En continuant ainsi, on obtiendra évidemment la for- 


mule qu'il s’agissait d'établir. 


216. Tuéorime II. — Une fraction rationnelle n'est 
décomposable que d’une seule manière en une partie 


entière et en fractions simples. 


Supposons qu’on ait trouvé ces deux valeurs d’une 


même fraction rationnelle —72 





J\z). 
A | B 
(x — a) » MAEE ES 
et 
A' ie B' 
(ee Eee 
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on aura 


A! 


fæ— a) 


CT 
Cela posé, x et &/ étant respectivement les exposants des 
plus hautes puissances de x — a, dans les deux membres, 
! 


je dis que «a — x” et À — À’. Supposons, en effet, que 


æ et æ soient inégaux et que « soit >a/; tirons de 


l'équation précédente la valeur de — » et réduisons 


À 
— a) 
tous les autres termes au même dénominateur; on aura 


Où. 





et désignant des polynômes dont le second n’est pas 
divisible par x — a. D'ailleurs, À est une constante ; 1l 
faut donc qu’elle soit nulle, car l'équation précédente 
donne A— o pour x —a. Si done A n’est pas nul, on 
ne peut supposer « >> «’, et l’on ferait voir de même que, 
si A’ n’est pas nul, on ne peut supposer non plus & <[ a; 
on a donc «= «/. 

Je dis maintenant que A — A'; en effet, de la for- 





: PASS F (zx 
mule qui exprime l'égalité des deux valeurs de 7 ; 
T 
on tirera, «’ étant égal à «, 
A — A’ is o(r) 
(z — a)" 14 (x — a 1 4${x) 
ou 
o(r) 
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 etY étant, comme précédemment, des polynômes dont 
le second n'est pas divisible par x — a; la différence 
A—A' est donc nulle, car, pour x = a, le second mem- 
bre de la formule précédente se réduit à zéro. 

Les termes quirenferment la plus haute puissance de 
x— a en dénominateur, dans les deux valeurs de la frac- 
tion rationnelle, étant égaux entre eux, on pourra les 
supprimer et les deux restes seront égaux. En raisonnant 
de même sur ces deux restes, on voit que les termes qui 
contiennent en dénominateur la plus haute puissance du 
même binôme x — a, ou d’un autre binôme, sont aussi 
égaux entre eux; et, en continuant ainsi, on reconnaît 
Fix) 
f(x) 
égales chacune à chacune : il en résulte, par conséquent, 
l'égalité des parties entières E(x) et E (x). 


que les fractions simples des deux valeurs de sont 





CorozLarrEe. — La partie entière qui figure dans la 
F(x) 
f(x) 
fractions simples est égale au quotient entier de la di- 


vision de F(x) par f(x). 


valeur d’une fraction rationnelle décomposée en 





Car, si l’on désigne par E(x) le quotient et par g(x) 
le reste de cette division, on aura 








F(+) (2) 
—=E (x 
Fee PO pepe 
le numérateur de la fraction F1) étant de degréinférieur 


au dénominateur, cette fraction s’annule pour x=® , et 
en conséquente elle re peut renfermer de partie entière. 


4 cmt fon ÈS ns, mes. dat É 
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Cas d'une fraction rationnelle dont le deénominateur 
n'a que des facteurs simples. 


217. Soit 
f(z)={(r—-a)(æ—b)...{(x—1), 
a, b, .…., l'étant des quantités différentes; si F(x) désigne 
un polynôme quelconque, on aura, par ce qui précède, 


UM) PE ++ + +E (x 











rx — | 


À, B,..., L étant des constantes déterminées et E(x) 
une fonction entière. 

Ainsi que nous l'avons déjà dit, le polynôme E(x) 
peut être obtenu en effectuant la division de F{x) par 
f(x); il reste à déterminer les constantes A, B,..., L. 
L'équation (1) devient, en multipliant par f(x), 

Do een, Le) 


ZT —a ttes 0 





7 Ex LAVAGE 


Cette égalité a lieu identiquement; si l’on y fait x — a, 
tous lestermes du secondmembre s’évanouirontà l’excep- 
tion du premier qui se réduira à À f'(a), ainsi qu'on le 
reconnaît sur la formule 





ARE VA EDR ES 
On a, en conséquence, | 
A Fa 
F(a)—Af'{a), d'où A= Es 


d’ailleurs a est l’une quelconque des racines de l’équa- 


On Er — 0 ; donc 
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et la formule (1) devient 
| 
1 


(3) F (æ) F( 


LE PRLEANe ARCS EE 
fx) | f'a)(x— a) 


FAO EE D MN TE TE 





+ 


Si le degré de F (x) est inférieur au degré m de f (x), la 
parte entière E (x) se réduit à zéro, et l’on a simplement 
Be) ti F(a) F (6) F (2) 

NI RS De A rt 
7 Fate Fe -0 UE 


Soit 








Fiz)=P,rT ap rep FPE 7r PE 


Si l’on multiplie la formule (4) par f(x) et qu’on or- 
donne le second membre par rapport aux puissances dé- 
croissantes de x, le coefficient de x”?! sera évidemment 


AE PAS AC A 


Fa) °F) FU 


et cette somme sera égale à P,; on a donc 


F{z) _ 
(5) D Fe Po 


le signe » indiquant qu'il faut remplacer x par chacune 











des m racines de l’équation f(x)= 0, et faire la somme 
des résultats. Si la fonction F(x) est au plus du degré 
m — 2, la quantité P, est nulle et l’on a dans ce cas 


F(z) 
(6) Dre te, 


formule qui est utile dans plusieurs circonstances. 





Méthode pour effectuer la décomposition d'une 
fraction rationnelle, dans le cas général. 


218. Le théorème I du n°215, par lequel on démontre 
la possibilité de la décomposition, donne aussi le moyen 
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de l’effectuer. En effet, si l’on fait 
Fiz)= (x —a) fifa, 


nous avons vu que l’on a 











LAC Poe A F,(x) 
ft)  (e—aÿ (e—a (x) 
en posant 
LPS F(2)— Of (x) 
Ass 1 et ee 1 À | LEE 
fifa) T—a 


on à ainsi l’une des fractions simples demandées, et, 
pour trouver les autres, il suffira d'appliquer le même 
théorème à la fraction complémentaire 


Ex) , 
(26 —- ST RE (x) 

Dans le cas où l’équation f(x) —0 n’a que des racines 
simples, on retrouve facilement de cette manière la for- 
mule établie au numéro précédent, mais, ce cas excepté, 
l'emploi du procédé dont 1l vient d’être question exige 
des calculs assez pénibles. 

219. On peut aussi employer la méthode des coef- 


ficients indéterminés dont nous avons déjà fait usage 
au n° 217. Soit la fraction rationnelle 





que nous supposons irréductible et dont le dénominateur 
est divisible par la puissance aïe du binôme x — à, 
mais ne l’est pas par une puissance supérieure. Pour 
trouver les fractions simples qui répondent à la racine a, 
on posera 


F x) Ru DRE ae + AT de (r La: PAT (x) 
f(æ) (x —a) > (x— a)! NEA 7 f(æ) 
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conformément au théorème I. Si l’on multiplie cette for- 
mule par f(x) et qu’on remplace x par a + h, on aura 


} / (a+) 
PR EN ER NT PERS FENETRE HAE, (a+); 
7: ee: 2 
or on à 
! a—1 
Pa LA F(g) A Al eee ‘ 
1 1.2...(&æ—1) 


parc (a) 


tv. ee 
1.2...(æ—+1) 


{a 
FES = eee 
1256.12 
et, en portant ces valeurs dans la formule précédente, on 
obüent 


F'{a) 


a—1 
pla) RS RE dde. Er 


1.2...(x—1) 


af 


1 07007 l'or ET) 
Aie) Ne) 
res Fo Nate CU 


Sas 6 6,0 0 a SUR » sue élstele trop /nir ble) s select se) store 


a A 
SAS, fé LACET : +AF, (a+). 
STE 
Cette formule a lieu quel que soith, et si l’on égale de part 
et d'autre les coefficients des mêmes puissances de h, 
jusqu’à celles de degré «—1, on aura 




















ÿ JL ler 
a Se) 4,4 file) Fe) 
1 210 RE RAT et à l 
SPRICE 0 Nm ON A à 2 
Ro 1 1.2... (a—+1) 1.2... 402) 1.2 
A ) FFE (a) je (a) x Fe) (a) 
Ps ne a ane et) Vr Taie ee 
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Ces relations permettent de calculer successivement A, 
A,,..., À, 1, et les valeurs de ces coefficients seront 
finies et déterminées, car f“*(a) est, par hypothèse, diffé- 
rente de zéro. On peut obtenir par ce procédé les frac- 
tions simples qui répondent aux diverses racines de 
l'équation f(x)—o; quant à la partie entière, on la 
trouvera, comme nous l'avons déjà dit, en divisant F{x) 


par f(x). 


220. Enfin, on peut effectuer la décomposition par un 
procédé qui n’exige que la division algébrique. En effet 
si l’on pose, comme nous l’avons fait plus haut, 


fe) = (ea) f(x), 


et que l’on écrive a +h au lieu de x, la formule (1) du 
numéro précédent, multiphiée par k*, deviendra 


F(a+h) RE (a+ A) 
A A REA PC MA Det 2 
fAta+À) Sn A ACE 


et l’on voit que le polynôme 
NES TAROT 47 LT PRCENT NEED 


est le quotient que l’on obtient quand on divise l’un par 
l’autre les polynômes F(a+h) et fi(a+ h) ordonnés 
par rapport aux puissances croissantes de 2, jusqu’à ce 
qu’on soit parvenu à un reste du degré «; on obtiendra 
donc, par cette division, les fractions simples qui se rap- 
portent à la racine a. 

On pourrait déterminer ainsi, indépendamment les 
unes des autres, les fractions qui se rapportent aux di- 
verses racines, mais il sera plus simple d’appliquer la 
Fa(x) 
fix) 


déjà trouvés; on obtiendra ainsi les termes qui se rap- 





même méthode à la fraction qui complète lestermes 
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portent à une deuxième racine, et une troisième fraction 
sur laquelle on continuera l'opération. 


221. La méthode précédente a surtout l'avantage defaire 
connaître l'expression algébrique des numérateurs des 
diverses fractions simples dans lesquelles se décompose 
la fraction rationnelle proposée. En effet, la division des 
polynômes F (a+ h) et fi(a+h), que nous avons effec- 
tuée dans le but d’obtenir les coefficients A, A,, A», .…., 

F(a+2) 
fita AVE ) 


en série ordonnée suivant les puissances croissantes de h; 


revient évidemment à développer la fonction 


et, comme une fonction n’est développable que d’une seule 
manière en une série de cette espèce, on obtiendra le 
même résultat en faisant usage de la formule de Mac- 
laurin. Si donc on pose 





te 
on aura 
Fia+h) go” (a) : 
RS + A)=ov(a) +<ho(a) + 2 2 ENS 
fila+à) “ ? (a) re 122 no? 
a—1 
+ 2% 1 ACte FOUR, 


en désignant par A°*R, le reste de la série; ici R, est 
une fonction rationnelle de À qui n’est point infinie pour 
Fa +} 

h=— 0, et, par conséquent, cette valeur de LT 
È 


identique à celle trouvée précédemment. On aura donc 


est 





d'où résulte ce théorème général. 
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Tuéorneme. — Si l'on a 


Fla)=(r—a)(e—0)...(æ 2 
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que F(x) désigne une fonction entière de x, dont le 
quotient par f(x) soit E (x), et que l’on fasse, pour 





























abréger, 
/ Fe Hz 
Xi == — CREER Cl (rx) — LL. ——= 6 ..… 
de=te—ar pe, prete, 
Pat 
m(x) —(xz—1l} Hé 
f(x) 
onaurala valeur suivantede la fractionrationnelle F É 
Ÿ #3 
F (x) 
DR SR CAE 
An | 
! 1) 1 nai) | 
D ui ou se 
(x—a) (x — a)° 1.2(7— a) 2 1.2. (œ—1){x—a\ 
vb y() M ie ve 
(x — bd (x — bjfe: ar 0)07 1.2... (6 —1)(x—b) 
ml) AU m”{{) Fa À 4 
D Hs 


ss. 


Forme nouvelle de l'expression d’une fonction 
rationnelle décomposée en fractions simples. 


292. Le résultat qui précède est susceptible d’une 
autre forme très-simple et très-élégante que nous allons 
faire connaître. Désignons par F(x) une fonction ration- 
nelle quelconque, par 





LT, Lo, ...9 Lu 
les racines de l’équation 
1 
; SIT 0) 
Fix) 4 


S. — Alg. sup., 1. 


C2 
t2 
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et par 


Mi, Ma, cs My 


les degrés de multiplicité respectifs de ces racines. 
Soit aussi, pour abréger, 


Co E2 = (x — CALE à (x), 


p (x) désignant une fonction qui a une valeur finie diffé- 
rentéide ZÉlOMNOUTEM LT. 

Si l’on imagine que la fonction rationnelle F (x) soit 
décomposée en fractions simples, la somme des fractions 
relatives à la racine x, sera 


etai), e(s) 





(æ— x, )"4 1.(r— x) 4 
CHE ES (x ) part (x) 
43 1.2...(m—i—i1)(x—x,)#" AA 1.2...(Mm—1) (xx)? 


ainsi qu'on l'a vu plus haut. Par suite, cette somme s’ob- 
uendra en faisant Ÿ = o dans l’expression 





Rririoue) AT AT LL 
(æ— x, — 6)" 1.(2— x, — GC) ... 
gra irl (T1 +$) Erin A Mn HS DT (æ, de €) 
1.0... (mi—i—i)(x—ai—6tt 7 1.2...(m—i1)(x— x —6) 


Or g'(xi +0), g’(xs +Ü), .… peuvent être considérées 
comme les dérivées de ®(x,; +Ü) par rapport à la va- 
riable €, et alors 1l est aisé de voir que l'expression pré- 
cédente se réduit à 





d'à | plie) 
FU T— Li — 6. 
T(m:) 17 (nt ? 


l'(p) désigne, com:ae au n° 196, le produit des p—r pre- 
miers nombres si p est plus grand que 1, etil doit se ré- 
dure à l'unité pour p = 1. 


pes + 
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Comme on a 


plrité)=EmF (x +E6), 


la somme des fractions simples relatives à la racine x, 
sera égale à la valeur que prend, pour {= 0, l’expres- 
sion suivante : 
dit cr + &) 
I T — Xi — 





Si donc la fonction rationnelle F (x) ne contient pas de 
partie entière, on aura 
d'u! nm (æ 2%) 


e l TL — Xi — C 
FE demi É 


Dans cette formule, il faut faire { = 0, après les diffé- 
rentiations; le signe sommatoire Ÿ s'étend à toutes les 


racines Zi, Lo, ..., X,. Il est presque superflu d’ajouter 
que, si le degré de multiplicité d’une racine, de x, par 
, ea F (x nl &) 


L — Xi —$Ÿ@ : 
PATES doit 


dti 
exemple, est égal à r, la dérivée 
PM CEE 
être réduite à Eire, 
T — Xi — 
Si la fonction F (x) contient une partie entière E (x), 
on à 





dm! F (x re 6) 
Hi Li TX — ZX —{ 2 
TOO Tr démi—1 v 


il estaisé de trouver la valeur de E(x). Désignons par n 
l'excès du degré du numérateur de F (x) sur celui du 
dénominateur; » sera le degré de E(x). Cela posé, si l’on 


I , 4 , ’ , 
change x en Ë dans l'équation précédente et qu'on mul- 
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tiplie ensuite, de part et d’autre, par z”, on aura 


du! 1 ! (æi nr : 
n k EE 0 Ÿ 7 N+1 dr LOT TEINTE 
Z F (: | — Z E (2) + 3 T'(m;) dés 


. . , I (as 
Il s'ensuit que, si l’on développe amF() en série or- 
Z 
donnée suivant les puissances croissantes de z, la somme 


f 
L 
des termes dont le degré ne surpasse pas n sera z"E (:) : 
Z 


Or, € désignant toujours un infiniment petit, on a, par 
la formule de Maclaurin, 


4 EU 
ar(+) un a r(e) 


AM A NE 
mr()=e \z a de A ENV de EN ae 
donc on a 
* dé" F (+) d? 6 F (2) 
OT EN met CP Pt 
CH) RD, Le I dé MAS Ed e — dé? 


et, par suite, 


ar (à) AD dérF (:) 
Fire =) he DISAIS CEE RETS à G 


é dé li3 AU re 


æ. 
dnénEF (- 


LED dé 





+ 


On peut trouver une autre expression plus simple du 
polynôme E(x). En effet, le coefficient de £*-! dans le 
; SA Fe . : s 
développement de {7 (2) , Suivant les puissances crois- 
santes de {, est égal au coefficient de ?* dansle dévelop- 


l Le DA 
pement de A d’ailleurs ces coefficients sont les 
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valeurs que prennent, pour é — o, les deux quantités 
a I ‘4 
d'—ienrF Ê rent : 
; à Se ARE 
PPT at outre) de 
donc on a, pour £ — 0, 
d—ien F () dnéen+iF (:) 
D nn PAS". ue 
r(rn—i+i1) 4 erei _ T{r+i) den û 
et 1l faut remarquer que le premier membre doit être 


/ 
réduit à €? F2) dans le cas de : = n. 
D'après cela, la valeur précédente de E{x) devient 
I 
er() (1 + Gr +Cr +...+ttr) 
; x’ (re + 1) > ES 


enfin, comme on a évidemment, pour é —0, et pour 
>, 
are (T 
(A 


0. 
dé" 


on peut aussi écrire 


anne) (rte + tas gran er ant) 








S I 
Cor) NN EE 
ou 
1 
r(e) 
FN 
I 1— Cr 


E(x) ne T{n+i) Fi) den 


On a donc la formule suivante qui donne la valeur d’une 
fonction rationnelle quelconque F(x) décomposée en 
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une partie entière et en fractions simples, savoir : 


I 
nF|- 
d' ; (2) d'—1 1 F(x; cu €) 
La I A 6 I TL — Li —Ù 
MES r' (7 +1) a Dr ACTES î 


la quantité C devant être égalée à zéro après les diffé- 
rentiations. 


Mode particulier de décomposition pour les fractions 
rationnelles et réelles dont le dénominateur a des 
facteurs linéaires imaginaires. 


223. La théorie que nous venons d’exposer s'applique 
F(x) 
f(x) 


peuvent avoir des valeurs quelconques réelles ou iMag1- 


à toutes les fractions rationnelles et les coefficients 





naires. Mais, lorsque ces coefficients sont réels et que 
parmi les racines de l’équation f(x) — oil s'en trouve 
quelques-unes qui sont imaginaires, l’expression de la 
F(x) 
Fa) 


naires. On a cherché à modifier, dans ce cas, la manière 


fonction réelle 





est elle-même compliquée d'imagi- 


d'effectuer la décomposition, et l’on y est parvenu comme 
nous allons l'indiquer. 


994. La possibilité du nouveau mode de décomposi- 
tion que nous avons en vue résulte du théorème suivant : 


TaéorÈme [. — Si x? + px + q est le produit de deux 
Jacteurs imaginaires conjugués du polynôme réel f(x), 
n la plus haute puissance de ce tr'inôme qui divise f(x), 
er sorte qu'on ait 


F(x)= (er +pz + f(x) 
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F(x) 


Fr) 


composée en deux parties, de la manière suivante : 


la fraction reelle et rationnelle pourra étre dé- 


Br) Pr + Q ” Fi(x) 


———__—_—_—_——— ——_———— ce 


FAe (r?+ pr +aq}" (a? + pr Hg) fix)? 





P et Q étant des constantes réelles, et F,(x) un poly- 
nôme reel. 


En effet on a identiquement 


(æ) F(x) 


PTE RES 
f(x) (ei pe + qj'ifi 


Fr) 
PrrQ Fr) —(Pr+Q)A(r), 
_ (+pz+gh" (+px+ gx) ? 








et l’on peut déterminer P et Q de manière que le numé- 
rateur de la deuxième partie du second membre soit di- 
visible par x?+ px + q, c'est-à-dire de manière que ce 
numérateur s’annule en remplaçant x par chacune des 
racines de l'équation 


A? +pr +q—=oO. 


Soient À +k V— 1 ct —kVÿ—:1 ces deux racines, et 
posons 

F(a+a y) —[P(a+ 4 Yi) + QI AAA VTT) 0; 
on tirera de là 

AT FÉAÆEXÿ—r) DES 
P(AH 41) +Q = CNET MEN rl) 
Per er) 

M et N étant des quantités réelles dont les valeurs sont 
finies et déterminées, puisque, par hypothèse, f, (x) n’est 
pas divisible par x? + px + q. L’équation précédente se 





décompose dans les deux suivantes : 


PA Q—a, PA=N, 


? \ 
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lesquelles donnent pour P et Q ces deux valeurs réelles 
et fimies, 
_ MA— NA 

Æ 


Les valeurs de P et Q étant ainsi déterminées, nous 
poserons 

APE e EL QUE ee Fi(x) 
x? + px + q RUES 


F,(x) désignant un polynôme réel, et, par suite, on aura 


Fix) Ver Pr +Q File) 


(a? pr +)" fr) (r?+pr+q)" % (2? +pr+q)" f(x) À 
ce qu'il fallait démontrer. 

(x) 
f(x) 


CorozLaiRrEe. — La fraction rationnelle 





Po ur 


se décomposer de la manière suivante : 





Ffx) Pr + Q P,xr+oQ, 
\/ EE man ee nomme pl QU me PR Mt ee PEN Er 
f\x) (x?+ pr + q)" ( + px + q)"1 
Pet T + Q»-1 Ft , 

X? + pr + q Tite) 


P, Q, P,, Q;, ... désignant des constantes réelles, et 
F,(x) un polynôme reel aussi. 

225. En combinant le théorème précédent avec le théo- 
rème analogue démontré au n° 215, on obtient celui-ci : 


Taéorëme IL. -— St l’on décompose le polynôme f(x) 
en facteurs réels du premier et du deuxième degré, en 
sorte qu'on ait 


f(x)=(x—a)" (x — b)$ RS (x—1)} (x? +pr+q)". . (x?+rx+s)", 


Qi de 
Fa) 





on pourra décomposer la fraction rationnelle 
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la manière suivante : 








A A 
—E\r) _ 1 Ar 
(x — a) LS lapi T— a 
L 1 2: 
MU pa 7 
Pr +Q P,x + Q Prix + Q,-; 
(a? + px + q)" (a? + pr + q)"1 158 x? + pr + 4 
Rx —+- S R;r + S: 144-2108 T + sd 


(x? + rx + s)" (x? + re sure Ve x? rx +Ss 


E(x) désignant une partie entière qui peut étre nulle, et 
LP AD ON PO SRTS R;,S 6.8 


des constantes reelles. 


226. Taéorëue Ill. — Une fraction rationnelle n'est 
décomposable que d’une seule manière en fractions 
simples de la forme qu'on vient de considérer. 


Soient deux valeurs d’une même fraction rationnelle 
NO de o 216, l'égalité d 
FE n démontrera, comme au n° 216, l'égalité des 
fractions simples qui correspondent aux facteurs du pre- 
mier degré du dénominateur, et quant à celle des frac- 
tions simples qui correspondent aux facteurs du second 
degré, elle peut se démontrer d’une manière analogue, 

L 
EE ra = Le 7e le terme 
dont le dénominateur contient la plus haute puissance 
F(æ) 
Fr) 


le terme analogue dans la séconde valeur. 


comme nous allons voir. Soient 


de x?+ px + q dans la première valeur de et 
P'x Lu Q 

(x? + pr + airs 

Je dis d'abord que n'=— 7, Supposons, en effet, que 
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cela ne soit pas, et que l’on ait » > n': de l'égalité qui a 





lieu entre les deux valeurs de Le) tirons la valeur de 


Te 
Pr +Q FE 

(+ pr+q) cette valeur sera exprimée par une somme 

de quantités dont aucune n’a en dénominateur une puis- 

sance de x? + px + q supérieure à la (n — 1), En 

réduisant donc toutes ces quantités au même dénomina- 

teur, on aura une égalité de la forme 





Pr +Q “ v(x) 
(a+ pr +} (a+ pe Hg) (x) 
ou 
ROLE TER p(æ) 
Pr +Q—(| RENE Pere 


p(x) et Ÿ(x) désignant des polynômes, dont le second 
Y(x) n’est pas divisible par x? + px + q. Or l'égalité 
précédente est impossible; car, autrement, l’équation 
Px + Q = o devrait admettre les deux racines de l’équa- 
tion x? + px + 4 = 0, ce qui ne peut arriver, à moins 
que P et Q ne soient nuls en même temps, contraire- 
ment à l'hypothèse. On ne peut donc supposer 7 > n’ni 
n'>n, pour une raison semblable; par conséquent, on 
PR 
Je dis maintenant que l’on a aussi P'= P, Q'= Q.Re- 
prenons, en effet, l'égalité qui a lieu par hypothèse entre 
F(x) 
f(x) | 
, 
les deuxtermes -— RES - et UKRAINE etdans 
rec en 


le second membre tous les autres termes dont les dénomi- 


les deux valeurs de , mettons dans un même membre 





nateurs ne contiendront aucune puissance de x?+ px + q 
supérieure à la (7 — 1)"; réduisant tous ces derniers 
termes au même dénominateur, on aura une égalité de 
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(P—P')r+(Q—Q) _ o(æ) 
Pr +pz+q)" (a+ px + qi ([x) 





ou 
(B—P}r+(Q—Q)= (rt+pr + g) 10 
ÿ(æ) 
p(x)etb(x) désignant, comme précédemment, des poly- 
nômes dont le second n’est pas divisible parx? + px +4, 
et l’on fera voir aussi, comme plus haut, que cette égalité 
exige 





} 


PRO 0% 
Il suit de là que, dans les deux valeurs de HU » les termes 


qui contiennent en dénominateur la plus haute puissance 
d’un facteur du second degré sont égaux; en suppri- 
mant ces deux termes, les deux restes auront encore, 
pour la même raison, deux termes égaux; et, en conti- 
nuant ainsi, on voit que les deux valeurs de la fraction 
considérée ne sont formées que de fractions simples 
égales chacune à chacune : il en résulte en même temps 
l'égalité des parties entières, s’il y en a. 


997. MéruonEe DE péÉcoMPoOsITION. — Pour effectuer la 





décomposition d’une fraction rationnelle à : on déter- 
C7 #1 


minera la partie entière et les fractions qui correspon- 
dent aux facteurs réels du premier degré du dénomina- 
teur, comme on l’a vu aux n°% 217 et suivants. Quant 
aux fractions qui correspondent aux facteurs réels du 
second degré, on pourra les déterminer successivement 
par le procédé même qui nous a servi à démontrer le 
théorème [. On pourra aussi faire usage de la méthode 
des coefficients indéterminés. 

Dans le cas où les racines imaginaires de l'équation 
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f(x)= 0 sont toutes inégales, on peut déduire la nou- 


) 


; : : F(x 
velle expression de la fraction rationnelle Fe de celle 
W# 
qui a été établie au n° 217. Soient, en effet À + k ÿ—1 
et h — k /— 1 deux racines simples imaginaires et Con- 
Jjuguées de l'équation f(x) = 0; l'expression de la frac- 





bon (x) contiendra les deux termes suivants ! 
FiA + ps VE I 
ENT TS TN IIT ISERE SENS nn us sed 0 
PURE = 
nn ES I 
PRE Re ee rt Me cp 2eme ARTE vec, | 
FAR VEN) Eh LAN 


dont la somme a la forme 


AH BV EE du A — BV—1 
Dh ANNE RENE 





9 


et peut en conséquence se réduire à une expression telle 
que 
Pr +Q 
(eh? + AR 
Pzxr + Q 


désignent des constantes réelles, pourra remplacer, dans 


F(x) 
f(x) 


respondent aux racines 4 + k /—1. 
P 


Il résulte de là que la fraction 


, où P et Q 


l expression de =], les deux fractions simples qui COr— 


Conditions pour que l'intégrale d'une différentielle 
rationnelle soit algébrique. 


228. L'une des applications les plus importantes de 


la théorie qui vient d’être exposée est l'intégration des 
différentielles rationnelles. Nous n'avons point à nous 
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occuper ici des détails de cette intégration, et nous nous 
bornerons à donner les conditions pour qu’une diffé- 
rentielle rationnelle ait une intégrale algébrique. 
Soit une différentielle rationnelle 
Ft 


Pie (x — a)" (æ — pe ; .(æ— 1}, 


a, b,..., l étant des quantités réelles ou imaginaires; 


dx 





et 














; F 
on mettra la fraction a sous la forme 
Fe) 
eh ANNEE Re 
AOMAUNEET NICE r—a 
B B, Bs_; 
D Le PE Lt 4 rnb 
à L a L, e Le 
(æ— 1) (æ—1)1 RNA AEEUS 


F(x) 
f{z) 


dx chaque terme de cette valeur de 


dx, il faut multiplier par 
F(x) 
f(x) 


tous les résultats. Or les seuls, parmi ces résultats, dont 


Pour avoir l'intégrale de —— 





SET intégrer 


l'intégrale n’est pas algébrique sont ceux qui ont pour 
dénominateur la première puissance de l’un des binômes 
LA, Li 0,1... 

On a en effet, si > n’est pas égal à r, 


A dr A a : 
——_—_———_Û@ —— — ———— ————— const. 
(er — a)" (a 1)(æ—a)*—t et 


= / 
et, Si ax —=1, 





S 


Adx 
— — — Alog(z — a) +- const, 
Fr 


510 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


Donc, pour que RE dx ait une intégrale algébrique, 1l 


f(x) 


faut et il suffit que, dans le développement de re en 


fractions simples, il n’y ait aucun terme dont le dénomi- 
nateur soit du premier degré, c’est-à-dire que l’on ait 


Aer FRET O, Be- ; = — O, CRE = O, ..… 


Cela exige d’abord que le polynôme. f (x) ne contienne 
aucun facteur linéaire simple. Nous avons vu, au n° 221, 
qu'en posant 








Fier UN Enr RENE EE) re 
p(z)—{(x—a) 7 ÿ(æ)=(x—6) Fe) 
on a 
EL ne LG ES REA 
Ni 1.2 (æœ—1) Pere 1.2: ART ? 


les conditions pour que IE dx soit algébrique sont 
donc 
g'(e)=o, .#(6]=0, ..., m1(7)—=0, 


quelles que soient les quantités 4, b, ..., c, réelles ou 
imaginaires. 

Ces conditions sont en même nombre que les racines 
a, b,..., l; mais, si le degré de F(x) est inférieur de 
deux unités au moins à celui de f(x), l’une d’elles sera 
comprise dans les autres. Désignons, en effet, par m le 
degré de f(x), et supposons que F(x) soit au plus du 
F(x) 
F\æ) 





degré m— 2; la partie entière E{x) de sera nulle, 


et, si l’on réduit au même dénominateur toutes les frac- 


uons simples, pour les ajouter et recomposer la fraction 
Fr) 
f\&) 





, On voit sans peine que le numérateur de la frac- 
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tion ainsi obtenue contiendra æx”-1 avec le coefficient 
A, Eu Be_, 3 CO En nr TER 


Ce coefficient doit être nul, puisque F(x) est du degré 
m — 2 au plus; on a donc 


Le OR EEE ul DRE 


1.2. .(a—1) 1.2...(6—71) 1.2...(À—1) 





et, par conséquent, l’une des conditions pour que 
F(x , ou 
fe dx soit algébrique rentrera dans les autres. 
4 


L'équation précédente comprend, comme cas particu- 
lier, une formule que nous avons établie au n° 217. 


Application à un problème de Géométrie. 


229. Comme application des considérations que nous 
venons de présenter, je traiterai ici succinctement un cas 
particulier d’un problème dont j'ai donné la solution 


générale dans le XXXV° Cahier du Journal de l’ Ecole 


Polytechnique, et dont voici l’énoncé : 


Pro8LÈme. — Yrouver toutes les courbes algébriques 
dont l'arc indéfini s'exprime par un arc de cercle, et 
dont les coordonnées rectilignes sont des fonctions ra- 
tionnelles de la tangente trigonométrique de cet are. 





Si l’on désigne par £ l'imaginaire ÿ— 1, par À une 
quantité positive, et par © un angle réel, puis que l’on 
fasse 


LS 


(z— c)7H, 


Te 


}| 


OK : 


LEA 
, 


ag (z —. Dre 
r 1 P+1 


Z— a }"T (z — 6) 


| 


a et æ étant des constantes imaginaires et conjuguées, 
HU hCLO Cet 0, UN, 71, D,.q.... étant des 
entiers positifs, la solution générale du problème proposé 
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sera donnée par la formule 
2 y (z- re é) \m 


(z + N° jme 


A! 


(x) r+ 7h (cose + isine) | 


pourvu que les constantes a, b, c, ..., à, 6, 7, ... 
soientchoisies de manière que l'intégrale qui figure dans la 
formule précédente soit algébrique. On a effectivement 


(z < 117 


(z sis 1) T0 





£ 
dx + idy = À (cosw + i sinw) - 
4E 


et, en changeant 1 en — 1, 


A 


| (z +i)" 
dx — ide a (cos — isino) Fe [z— in 


La multiplication des formules précédentes donne 


PAU nd d'où dr? + dy? = SAR 
(2? + 1)? 1 + 2? 





et 


4 Vax? + dy? = k arc tangz. 


Comme le degré du numérateur de la fraction 
& (a —i)" 
_ (z NE ijm+2 
nominateur, si m désigne le nombre des constantes a, b, 
c,..., ou &, 6, y, ..., 1l suffira de satisfaire à p —1 
conditions pour rendre algébrique l'expression de x +17. 

Lorsque £ et 7 se réduisent à l’unité, notre formule ne 
donne pas d'autre courbe que le cercle; le cas le plus 
simple est donc celui dans lequel on a 





est inférieur de deux unités au degré du dé- 


t—(z— a)"#i, Tes (2-8 0 VE 


la formule (1) devient alors 
(z Eee a ita (z DAS VE 


(2) x +iy — k(cose + sine) [: 


(z 13 a} Ti (z + Fe 


et une seule condition suffira pour que l'intégrale soit 
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algébrique. Pour trouver cette condition de la manière 
la plus simple, soit u une nouvelle variable et posons 
3 —i a —i 
. —= . U 
Z +1 a +1 








Faisons aussi, pour abréger, 


(a+il(aæ—é). 


3 ne sure 
5) (ana) 
on aura 

dz I A—i 





(z+i  oia+i 














et 
z—i})"dz 1 fa —i\mrt 
) 2 = — : u" du, 
(z+i)"+2 FL SE 
puis 
Z— «a Aa +iu—1I 
2 ta Ag] u — 


D'après cela, la formule (2) devient 


u”! ( PRE HE du 


Æ+ 1) —= A Mu titre , 


en faisant, pour abréger, 


I ne dEi\mtt/a—i\mr-ri 
À — — k(cosw + isino) ; 
2.1 DUAL a+ 1 








On voit alors que la condition pour que x +17 soit algé- 


brique est 
d' em (G 22") LS 
(4) M re rh 


Cette équation en £ est du degré m + 1; elle a une ra- 
cine égale à 1, et, si est inférieur à m, elle a m—n ra- 
cines nulles ; le nombre des racines différentes de o et 
de 1 est donc égal au plus petit des nombres m et n; on 
reconnaît que toutes çes racines sont réelles, inégales et 

S.— Alg. sup., À. 33 
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comprises entre o et 1, en appliquant n fois de suite le 
théorème de Rolle à l'équation 


(AE à ne QUE 10! 


qui am racines nulles et nr + 1 racines égales à r. Les ra- 
cines nulles de l’équation (4) ne peuvent nous convenir, 
car, pour é — 0, la formule (3) donne a——i ou a — +1; 
mais l’une de ces équations entraîne l’autre, puisque & 
et « sont conjuguées; les facteurs z — a, z— x de- 
viennent z +1, z—1; par suite on retombe sur le cas 
où les polynômes t et + se réduisent à l'unité. Pour £ =1 
l'équation (3) donne a — a, et la formule (2) se réduit 
encore à celle que donne l’hypothèse £ = 7 —1 

Mais à chacune des racines & comprises entre o et 1 
répondent, pour a et «, des valeurs imaginaires et con- 
juguées l’une de l’autre. Remarquons d’abord qu’on peut 
supposer 


(5) aa —=1 
sans diminuer la généralité de la solution, car on ramè- 


nera le cas contraire à celui-là par un changement de va- 


Z + € 





au lieu de z, 


riable. Il suffira effectivement d'écrire 
! I — €£3 : 


en prenant pour € l’une des racines de l'équation 


a + «a 
ES +2 — g—1—0; 
PASS Sa 
par la transformation dont il vient d’être question la 
formule (2) devient 


| eat (si) 
x + iy — (cos + isinw) a) (2 ti Z3 


a, et à, ayant les valeurs suivantes : 


LETS ORNE 


dis =— res 
1+ 4€ I1+uE 


Xi — 
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d’où l’on conclut a, &«; —1. On peut donc admettre l’é- 
quation (5) et de cette équation combinée avec (3) on 
tire alors 








GA CON TT 
TS — a 
1+C Era 
u 
EE : FE 








DE TRT LUR ET 


en donnant à a et à & ces valeurs, dans la formule (2) 
l'expression de x + iy sera algébrique. 


? 


Détermination d'une fonction rationnelle par le moyen 
des valeurs qui répondent à des valeurs données de 
la variable. 


» 


230. Une fonction entière du degré m de la variable x 
est entièrement déterminée lorsque l’on connaît les va- 
leurs de cette fonction qui répondent à m +1 valeurs 
données de x. Quand les valeurs de x dont il s’agit for- 
ment une progression arithmétique, la fonction peut être 
obtenue par la méthode que nous avons exposée au n°156; 
mais 1l est important d’avoir une formule qui embrasse 
tous les cas. Cette formule est précisément, comme on va 
le voir, celle qui a été établie au n° 217, et qui exprime 
la valeur d’une fraction rationnelle décomposée en frac- 
tions simples. 

Soient 


Cora Ur 


les valeurs d’une fonction entière F(x) du degré m, cor- 
respondant aux valeurs données 


Los Lys lop ves Tom 
de la variable x; posons 


Fe) = (x — to)(x — x)(x — 22)... (x — x»), 
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on aura 
x Tr (æ 
PA PE a LE 
LT — Le TX —%; TX — LT} 


et, par conséquent, 
PIÈAS — (Xi ee Xo) ET — C7) Jets En _— Um | 


Cela posé, le degré de f(x) surpassant d’une unité celui 
de F(x), on a (n° 217) 














PE D + et TE 
et, en chassant le dénominateur f(x), il viendra 
HE Te 
M en 


Cette formule donne la solution de la question propo- 
e : d’ailleurs celle-ci ne peut admettre une autre solu- 
tion; car, s’il existait une fonction F,(x) du degré m, 
différente de F(x) et satisfaisant aux conditions du pro- 
blème, l'équation 
F;(x)—F(x) =, 


qui est au plus du degré m, admettrait les m + 1 racines 
Lo Lis -.- Cm Ce ŒUILEST AMPOSSIDIE. 

On peut encore résoudre la même question en raison- 
nant comme il suit : si les valeurs données wo, ui, ..., Um 
sont toutes nulles à l'exception de l’une d'elles w,, et 
que celle-ci soit égale à l’unité, il est évident que la fonc- 
tion demandée est déterminée et a pour valeur 


Ke Mn (EME 


(tn — To)... (xy — Ty) (Ta — Tu) (Tu — Zn] 
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Cela étant, on aperçoit de suite que, dans le cas géné- 
ral, la solution du problème proposé est donnée par la 
formule 

F{z)= 00 Xo + 4 Xi +... + um Xm 


231. Il est souvent plus avantageux de donner à l’ex- 
pression de la fonction demandée F{x) la forme à la- 
quelle nous avons été conduit au n° 156, dans le cas 
particulier où les valeurs données de la fonction répon- 
dent à des valeurs équidistantes de la variable. On y 
parvient facilement par la méthode des coefficients in- 
déterminés ; car, si l’on pose 


F(x)= A0 + À {x — x) + Aslx — ro) (x — x) 
+ À; (æ— xo)(x — x) (r—x)+... 
rs Afe— #5) L (z — 221); 


les constantes A,, À,, ..., À, pourront être déterminées 
successivement au moyen des équations de condition 


Ho "A5, 
u, = Ao + Aix — x), 
Uy = Ào + Ai(Xo — Zo) + Ao(X2 — ro) (T2 — 1), 


Lorsque les valeurs données 
Fos to eco Lm 


forment une progression arithmétique dont la raison 
est À, on tire immédiatement des équations précédentes 


Au, 


obama ra 


et l’on retrouve la formule du n° 156. 


518 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


232. La formule du n° 230 n’est qu’un cas particulier 
d’une autre formule plus générale, que Cauchy a fait 
connaître dans la Note V de son Ænalyse algébrique, 
qui donne la solution du problème suivant : 


Prosiime. — 7rouver une fonction rationnelle u de 
la variable x, dont le numerateur et le dénominateur 
soient des fonctions entières des degrés m et n respecti- 
vement, connaissant les m + n + 1 valeurs de u qui re- 
pondent à m+ n +1 valeurs données de x. 


Il est évident que ce problème ne peut admettre 
qu’une seule solution; car, si deux fonctions distinctes 


Fs) F() 
fiz) fix) 
remplissaient l’une et l’autre toutes les conditions de 
l'énoncé, 1l est évident que l'équation 
F(x)/f (x) — F,(x)f(x) = o, 


qui est au plus du degré m + n, admettrait pour racines 
les m + n +1 valeurs données de x, ce qui est impos- 


sible. 


Cela posé, soient 





Uo, U;, Ua, CHRCISCON | Uyn+n 
les valeurs de u qui répondent aux valeurs données de x, 
Lo, Li, Lg, ..., Tm+n: 


Supposons d’abord que m de ces m+ n valeurs de u 
soient nulles; que l’on ait, par exemple, 


Un+1 — 0, Un+o — O0, ..., Un+m — 0; 


1] est évident que le numérateur de la fonction cherchée 
sera 


A(zx D Trit) PE Due Dre CC (æ "ER Titre 
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A étant une constante arbitraire; par suite, le dénomi- 


nateur sera égal à 


A(x — nn) (r — Ænt2). (7 — Znem) ; 
nv7 





et si l’on donne à x les valeurs successives 0, X1, ... Xn, 
il prendra les valeurs correspondantes : 


me (To Fr nr) (æo LE 56e) …. (To LEE PA HER E 

(e) 

À 

FA (æs ner D) (æ, Du Bots) . (1 57 USE 
1 

00.9 0 e QG" eo /en61 07 sn, 6. 0 07 07 © 0) & US LA] L] , 
A 


Fr (Zn TT Ln+1 ] (Ta — Ln+2 ] CRT ( TN CR E 
Uy 


on peut donc obtenir l'expression du dénominateur de u 
par la formule du n° 230, et l’on trouve ainsi 





A (x — am) (x — x)...(x —7r,) 
Lo (F0 Fr Fnh): | (Fe Erin) (zo — Z:) (to — te). OS ar 
PORT ADAM (e— 20) (x —2)..(z —a) 
u, ( 1 1 4 1 tn (# ee &n) (x us FA | (x: Du ra) 
À OR ET: x — xp) (x — x) (x — r;_;) 
ral n n+1) ( n En (x — 29) (2n — %) (zn Pau) 


Alors, en donnant à la constante arbitraire A la valeur 





I 
À —uUjlUj Ua... ATEN À ENTRER 
I 
2 El ele rs, 4) + 
_ I 
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le numérateur de la fonction w sera 


(x CE TL) (x En Toys) as (x RE CS 


[(æ "x Try) ‘ .(% TT Tyym)| L'on [(x, Ke Toy). 3 (x, Tag ERNST. 


{ 
(DIMAIL ECS UE 


et cette même fonction aura pour dénominateur le terme 


(t,—x)(x, —x)...(x 


‘n—1 


(o)une nu SES 


augmenté des 7 termes qu’on en déduit en faisant toutes 
les permutations des indices 0, 1, 2, ..., n. 

L'analyse du cas particulier que nous venons d’exa- 
miner nous conduit immédiatement à la solution du cas 
général. 

Supposons effectivement que les quantités w5, y, .…, 
Unym SOient quelconques; faisons dans chacune des ex- 
pressions (1) et (2) toutes les permutations possibles des 
im + n + 1 indices 


Out Las E lee), 
‘et ajoutons, dans chaque cas, tous les résultats obtenus. 
La première somme sera le numérateur de la fonction 


demandée, et la seconde somme sera son dénominateur; 
on aura ainsi 


(x ER Tux) (x 7 Tyx2) tiers (x “ap Lyrmm) 





U u ..U, CN STOMIES ir NOT 7 = PRE +... 

(3) U = “ [Cr LE Lys). (To 6 Tyym)le[(Æ, ve CP ED CS LENS | 
LU, U...U (to —+)(x, —x)...(4,., — x) REA 

a 1 (rs FE Ty. (t, RE 6 REA] À : [Cr ei: Ly)- 2 (t," e Tytm)] 


Rien n’est plus facile que de vérifier ce résultat; faisons 
en effet x = x», le numérateur de la formule précédente 
se réduira au produit de w, par la somme 


US UPS REL 


n—1 


[ (To (a Ty) he (æ, EE Lytm)] Ne [| Li ce Toy | REX (_; — Le 





So eies 


où les termes qui suivent le premier se déduisent de ce- 


MS [Cr ET T) vi (x, FT: Tyym)) ere [ts HE X) os (Th F4 Tyym)) 





Ur 
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lui-ci en faisant toutes les permutations des m+ n in- 
dices 
OR ss =], "1, -:. M + 7. 

Or c’est à cette somme que se réduit aussi le dénomi- 
nateur de w pour x —x,; donc la formule (3) donne 
U = Un pour x = x», et, comme tout estsymétrique par 
rapport aux indices, on au = u, pour x = x,, quel que 
soit l'indice pu. 

La formule (3) subsiste dans le cas de n — o, pourvu 
qu'on réduise son dénominateur à l'unité; elle coïn- 
cide alors avec la formule du n° 230; elle subsiste éga- 
lement dans le cas de m — 0, pourvu que l’on remplace 
le numérateur par uo us... un. 

Dans le cas de m— n —1, la formule (3) donne 


u a -uUu ont +uu ee 

6 PL ST PS NON ECS EE TR RTE ne PPT EEE PERTE UNE tel TE D 

(x ge Z;) (ET, — x) fi (to, — x) (T, — x) hs (x, — %) (T3 — Lo) 
Lo — ZX TX, — X Li T 

u nn EU + U, 








(rt) (x, —7x,) (x, — x,)(x, — x,) 


Des séries récurrentes. 


233. Une série 
d+ar+ar+ar+.. +a,rt+..., 


ordonnée par rapport aux puissances entières et crois- 
santes de la variable x, est dite récurrente, lorsque, pour 
toutes les valeurs de 7 supérieures à une certaine limite, 
le coefficient de x” peut s'exprimer, quel que soit », par 
une même fonction linéaire des coefficients des puis- 
sances inférieures pris en nombre fixe. En d'autres 
termes, la série que nous considérons sera récurrente, 
si, pour toutes les valeurs de 7 qui surpassent une cer- 
taine limite, on a identiquement 


in Chm “+ Ai Enm4i Tres + Lin An Fr Em An — Os 


(+, Fr The 0) (x, A Zi) 
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m étant un entier quelconque, et @ç, @1, ..., @m des 
quantités constantes. La suite de ces quantités 


CF a 


est ce qu’on nomme l'échelle de relation de la série 
récurrente. 

Cela posé, nous établirons à l'égard de ces séries les 
deux propositions suivantes : 


Taéorème 1. — Lorsqu'une série ordonnée suivant 
les puissances croissantes de la variable x est à la fois 
convergente et récurrente, elle a pour somme une frac- 
tion rationnelle. 


En effet, soient o (x) la somme de la série proposée 
(1) A +ur ++... Ha, xt +... 


et 
Los Xys ee) mm 


son échelle de relation, en sorte que l’on ait 
(2) Go Anim + Li Anmt Hess H Am An1 + Em An = O, 


pour toutes les valeurs de 7 supérieures à une certaine 
limite. 
Posons 


f(x) AE LU M Ca EU A LE, , . + Lynn © Am 


et multiplions la série (1) par le polynôme f(x). Chaque 
terme de ce multiplicateur donnera pour produit une 
série convergente, et la somme des m + 1 séries qui ré- 
pondent ainsi aux m+1 termes de f(x) sera évidem- 
ment une série convergente qui aura pour somme le 
produit o{x) f(x). Or, en ordonnant cette dernière 
série suivant les puissances de x, on trouve que le coef- 
ficient de x” est précisément le premier membre de 
l'identité (2); et, comme ce premier membre est nul, 
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pour les valeurs de 7 qui surpassent une certaine limite, 
la série que nous considérons se réduit à un polynôme 
F (x) composé d’un nombre fini de termes; on a donc 


piz)f(x)=F(x), 


d’où 


ce qui démontre le théorème énoncé. 


Taéorëme Il, — Aéciproquement, toutes les fois 

qu'une fraction rationnelle peut se développer en une 
série convergente ordonnée suivant les puissances crois- 
santes de la variable, cette serie est récurrente. 
F Fe 
HE 
soit développable en une série convergente et que l’on 
alt 


——_— 





En effet, supposons que la fraction rationnelle 


en 


: IE) 


pour certaines valeurs de la variable x. Soit aussi 





= G+mr+as +... +asx"+,,., 


(2) F(æ)= 40 x" + APT RH amp + Ame 
Le produit de la série (1) par le polynôme (2) est une 
série convergente qui a pour somme le produit 
F(x) 
Fr) 


donc, pour toutes les valeurs de 7 qui surpassent une 





PA Ie LUCE 


certaine limite, le coefficient de x” dans le produit dont 
1] s’agit doit se réduire à zéro. Or ce coefficient a pour. 
valeur 


X0 An—m sp % nn —1 NP UTUE Xm—1 En—1 Es Xyn An * 
donc on a 


Lo nm + Li An—m4#1 ee + m1 An + Em An = O 


L] 


524 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


pour toutes les valeurs de 7, à partir d’une certaine li- 
mite; cette condition exprime que la série proposée est 
récurrente. 


234. On peut obtenir de la manière suivante le déve- 
loppement d’une fraction rationnelle en série ordonnée 
par rapport aux puissances croissantes de la variable. 
f(x) 


fractions simples, et supposons que l’on ait trouvé 





Décomposons la fraction rationnelle donnée en 


F{x) PS He A ) 
Ut) mL ) +ÿ Fe — a) 


Pour résoudre la question que nous avons en vue, 1l 
suffit de développer en série, par la formule du binôme, 





chacune des fractions simples - où A(x—a)"*. 





e—a 
On a ainsi 
Rp na de mnt D 
alt= (sa) e =) 
a x a(æ+1) x? 
+ — — + D e. 
)-« 14 F0 
—(— a 
œfæ+1)... (a+ 2 —1) x" 
+ — +... L 
19 M7 a? 


et, si p, désigne le coefficient de x” dans E (x), le terme 








, , lz 19 LA ps 

général du développement de Fu en série sera 

alæa+1)...{(æ+r—1) A 
NN En 
: RD ee 7z arts 
Dans le cas particulier où les racines 4, ... de f(x) = 0 
» EF (a) 
sont toutes simples, on a «x —1 et À — -;—; le terme 


f'(a) ? 
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général se réduit à 


fr-3 


Ainsi la série récurrente dans laquelle se développe la 

fraction nes peut s’obtenir par l’addition de plusieurs 
F() 

séries provenant des développements de diverses puis- 
sances négatives etentières des binômes a—x, b—x,..…. 
D'ailleurs ces séries sont convergentes pour toutes les va- 
leurs de x, dont le module est inférieur au plus petit des 
modules des quantités a, b, ...; on peut donc énoncer la 
proposition suivante, qui est un cas particulier d’un théo- 


rème de Cauchy relatif au développement des fonctions : 


Tuaéorime. — Une série provenant du développe- 





» . . F #4 
ment d’une fonction rationnelle eu) est conver gente 


f(x) 


pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x dont 
le module est inférieur au plus. petit module des ra- 
cines de l'équation f(x) = 0. 


ExEMPLE. — Proposons-nous de former la série récur- 
rente dans laquelle se développe la fonction 


PArQZ 


pes 7 1 — 2.7 COS® nai 


où P, Q et w désignent des constantes données. 
Décomposant cette fraction en fractions simples et 

employant, comme nous l’avons déjà fait précédemment, 

la notation usuelle des exponentielles imaginaires, savoir, 


ete V1 — cosw + ÿ—1 sin, 
on a 
A B 


ns 9 
1— xe V—1 1— ze vv—i 


plr)= 
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À et B étant des constantes qui ont respectivement pour 
valeurs 


P es V1 P —w ÿ—1 
AP ENT ON Re ACL ARS 


2 Sin W—1 Ms snoyt 


Développant en série chacune des parties de (x), on 


trouve 
p (x) ns a x" ens V-1 — B D zen v-1, 


ou, en remplaçant À et B par leurs valeurs 





LL 


P ev V1 Jens Verte Pe—v V1 i —nw \—1 
TX +Q ( + Qle 


2 Sinw Ur 


En remettant à la place des exponentielles imaginaires 
leurs valeurs, on a, toutes réductions faites, 


mr 
0] 





— 


P + Qx P sin(z +1) +Q sinzw 
as = F4 
I— 2% COSw + x? Sin © 


Le terme général du développement est donc 


jen nree £ re | . 


SIN © SIN 
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CHAPITRE IV. 


DES FONCTIONS ALTERNÉES ET DES DÉTERMINANTS. 
APPLICATION A LA THÉORIE DES ÉQUATIONS. 


: Des fonctions alternées. 


235. On nomme fonction alternée de plusieurs quan- 
tités toute fonction qui change de signe, mais en con- 
servant au signe près la même valeur, lorsqu'on échange 
deux quelconques de ces quantités entre elles. Nous ne 
nous occuperons 1c1 que des fonctions alternées ration- 
nelles. 

Il résulte de la définition précédente que le carré 
d'une fonction alternée est une fonction symétrique. 

Quand on échange plusieurs quantités entre elles, 
d’une manière quelconque, on dit que l’on a exécuté sur 
ces quantités une substitution : la substitution qui a pour 
objet de remplacer deux quantités l’une par l’autre se 
nomme transposition. Nous reviendrons avec détails, 
dans la suite de cet Ouvrage, sur ces importantes notions; 
pour le moment, 1l nous suffit de remarquer que toute 
substitution qui ne se réduit pas àune transposition peut 
être exécutée par le moyen de plusieurs transpositions 
successives ; Car, si, par la substitution dont il s’agit, une 
certaine quantité a doit venir prendre la place occupée 
par la quantité b, on pourra produire ce premier effet 
par la simple transposition des lettres a et b; la quan- 
tité a occupera ainsi la place qu’on veut lui assigner, et 
il restera à exécuter une certaine substitution sur les 
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quantités restantes. On peut appliquer à celle-ci le rai- 
sonnement que nous venons de faire et, en continuant 
ainsi, il est évident qu'on aura exécuté la substitution 
proposée au moyen de plusieurs transpositions. 

Cela posé, soit V une fonction alternée. Une première 
transposition changera V en — V, une deuxième trans- 
position reproduira la valeur primitive V, et ainsi de 
suite; on peut donc énoncer la proposition suivante : 


Une substitution qui équivaut à un nombre pair de 
transpositions ne change pas la valeur d’une fonction 
alternée V ; au contraire, toute substitution qui équivaut 
à un nombre impair de transpositions change Ven —V. 


236. Il est facile de former l'expression générale des 
fonctions alternées de m7 quantités 


(1) GED ICE RER PTE CE 


= . LICE 
Désignons, en effet, par P le produit des AU re 


différences 
(b — a), 
(c— a), (c— b), 
(2) (d— a), (d—b), (d—c) 


he: (Z— b), (Den a (l—kx); 


je dis que P est une fonction alternée. En effet, soient x 
et 6 deux quelconques des quantités (1), dont nous éeri- 
rons la suite de cette manière : 


GABA LE, Cé, ln NERO RICE MA TRRPE 


la différence 
6 — 


fera partie des facteurs (2) qui composent le produit P; 


SECTION II. —— CHAPITRE IV. 529 


écrivons ceux des autres facteurs de P où la quantité «& 
figure en regard des facteurs qui dépendent de 6 : 


MT REE lee), É6 —" a) . 5, (6 — 41: 
(g— a), ..., (R—a), | (6,—g), ..., (6— 2), 
(j — a), «ny (L— a), | (f—6), ..., (1 —6), 


Les facteurs qui composent l’une quelconque des trois 
lignes de ce takleau peuvent être groupés deux à deux, 
de manière que le produit des différences d'un même 
groupe, tel que 


Mao conne) lee) ou Le Eee) 


ne change pas quand on transpose & et 6; d’ailleurs, par 
cette transposition, 6 —«x se change en « — 6; donc 
aussi P se change en — P, et, en conséquence, le pro- 
duit P est une fonction alternée. 

Soit maintenant V une fonction rationnelle et alternée 
quelconque des quantités (1); le rapport 


V 

14 
ne changera par aucune transposition; donc ce rapport 
est une fonction symétrique S et, par conséquent 


VAS TS BI 


On a ainsi cette proposition : 


THéonkme. — Zoute fonction rationnelle et alternée 
de m quantités est égale au produit d’une fonction 


To MINI 2 
symétrique et des LA ea) différences obtenues en 
combinant deux à deux les m quantités donnees. 


Si la fonction alternée V est entière, la fonction symé- 
S., Alg. sup. — 1 34 
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trique S sera aussi entière. En effet, V se changeant en 
— V par la transposition des lettres a et b, il est évi- 
dent que l’on a V — 0, quand on pose b — a, et, en 
conséquence, le polynôme V est divisible par la diffé- 
rence b— a ou a — b. D'ailleurs a et b désignent deux 
quelconques des quantités données, et il en résulte que 


V est divisible par P. 


237. D’après ce qui précède, l'étude des fonctions 
alternées est ramenée à celle de la fonction P. 

Si l’on effectue le produit des différences (2) et qu’on 
opère la réduction de termes semblables, on aura la va- 
leur de P sous la forme d’un polynôme homogène du 


, m(m—1) ne 
degré ——,— par rapport aux quantités a, DER 


L'inspection du tableau des différences (2) montre que, 
dans la partie de P multipliée par /”", le coefficient de 
l"" s'obtient en rejetant la dernière ligne du tableau (2) 
et en faisant le produit des différences restantes; pa- 
reillement, dans la partie de ce coefficient qui est mul- 
tipliée par #72, le coefficient de #72? s'obtient en re- 
jetant les deux dernières lignes du tableau (2) et en 
multipliant les autres différences; en continuant ainsi, 
on reconnaît que la fonction P renferme le terme 


PA b! c? dè (ea à fri—2 mA 


avec le coefficient + 1. Nous donnerons à ce terme le 
nom de terme principal. 
Cela posé, je dis que l’on a 


P. ù Sr at b! c? Fr LUE fm—2 mA, 


Dans cette formule, le signe Ÿ embrasse les 1.2...m 
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termes qu'on peut former, par les substitutions, au 
moyen du terme principal. Celui-ci a le signe +, et cha- 
cun des termes qui suivent a le signe + ou le signe — 
suivant qu'il se déduit du terme principal par un nombre 
pair ou par un nombre impair de transpositions. 

Pour justifier notre assertion, soit 


—H at bc... 


un terme quelconque du second membre de la formule 
précédente, les exposants «, 6, 7, ..…., À étant les nombres 
0,1, 2,..., (m—1) pris dans un certain ordre. La 
même fonction renfermera aussi le terme 


Sa OCR Al, 


qui se déduit du précédent par la transposition des 
lettres a et b; ces deux termes ont d’ailleurs des signes 
contraires, car les substitutions au moyen desquelles on 
les déduit du terme principal équivalent l’une à un 
nombre pair, l’autre à un nombre impair de transposi- 
tions; enfin la somme des deux mêmes termes est divi- 
sible par b — à. Il résulte de là que la fonction considérée 
est divisible par le produit des différences (2), c’est- 
à-dire divisible par la fonction P; en outre elle est du 
même degré que celle-ci et elle a avec cette fonction un 
terme commun : donc elle lui est égale. 

On doit remarquer qu’au lieu d'exécuter les substitu- 
tions sur les lettres 


a, b, C, SUR k, 2 


on peut, si on le juge à propos, les faire portér sur les 
exposants 
O, L; 2, 5 (m1). 
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Des déterminants. 


238. Considérons les m? quantités 


dos bo, Co) 5 A0 lo; 
di, b,, C19 OCR LE Li 
(1) A; ba, Co, HAS ha, Le, 
ets LT a IST NES ES 
An—1 D, nn Des re ER 


qui forment m lignes horizontales comprenant chacune 
m termes, ou m colonnes verticales également composées 
de m termes, et reprenons la fonction alternée 


P = a b1 c? VU fn—2 gr—1 


des m quantités 


D, SO CNIREN RENE 


9 


Supposons que dans chacun des termes de P on remplace 
tous les exposants par des indices de même valeur, et 
désignons par D le résultat qu’on obtient ainsi; on aura 


(2) D NY LE do bic... À me ln 


La règle que nous avons donnée pour former les diffé- 
rents termes de P s'applique aussi à la fonction D; ainsi 
dans cette fonction chaque terme a le signe + ou le 





signe—, suivant qu'il faut un nombre pair ou un nombre 
impair de transpositions pour le former au moyen du 
terme principal 

+ Gp by Co. 


nm —2 ei 


La quantité D est une fonction des m? quantités (1) : 
elle est dite le déterminant de ces quantités et l’on écrit 
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habituellement 
4 0 Co lo 
(3) Dee CA i C] te l, 
fr, RCE à PE NN CERTA 


Les substitutionsnécessaires pour former les termes deD 
au moyen du terme principal peuvent porter indifférem- 
ment, soit sur les lettres a, b, ..., {, soit sur les indices 0, 
1,..., (m—1), d'où l’on peut conclure cette proposition : 

Un déterminant ne change pas de valeur lorsqu'on 
remplace les colonnes verticales par les lignes horizon- 
tales, de manière que le terme principal reste le méme. 


Le déterminant D est une fonction linéaire et homo- 
gène des m quantités 


Œo; di; JU | Œyn—is 


et si l’on pose 
(4) D = A,a; + A,a, + A,a, AGO A4} 1 


la formule (2) montre que À, n’est autre chose que le 


déterminant 
À; =S ne b, Ca... DENT lat 
ou 
| PC: He Tés 
| b, Co M ds 
pt Cyn—1 arore (sr 


dans lequel le terme principal est b, Cle M1, ans 4 
partie À a, du déterminant D, on transpose les indices 0 
et 1, on obtiendra les termes en a; changés de signe, 
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mais les signes seront rétablis si l’on fait ensuite la trans- 


position des indices o et m—1; on a donc 
b, C9 .. La 
ba C3 AS NES 7 
À, = A PA 91470 ee. «= - . +. - 3 


DEA Cm—1 Qi EE LES 


bo Co SU 


et, en continuant ainsi, on voit facilement qu’on obtien- 
dra, quel que soit u, 


Dati Cu+r ee lus 
F léger Cm—1 Pre LEA 
(5 ] Ay FT b 1 
0 Co Ex CAC 0 
pe Cu—1 ... En 


Il résulte de là que, sachant former le déterminant re- 
latif à (m7 — 1)? quantités, on saura former également le 
déterminant qui se rapporte à m? quantités. 

Comme la fonction P change de signe quand on trans- 
pose deux des lettres a, b, ..., ou deux des exposants 0, 
1, 2, ..., 1l est évident que le second membre de la for- 
mule (2) changera également de signe si l’on transpose 
soit deux lettres, soit deux indices; on a par conséquent 
cette proposition : 


Un déterminant change de signe en conservant la 
méme valeur absolue quand on échange entre elles soit 
deux lignes horizontales, soit deux colonnes verticales. 


Et il en résulte cette conséquence : 


Un déterminant s’evanouit lorsque deux lignes hor1- 
zontales ou deux colonnes verticales sont composées des 


ht 
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mêmes termes, ou lorsque les termes de l’une sont pro- 
portionnels aux termes de l’autre. 


Ainsi la formule (4) donnera 


| O A0) + A; b, cn A MONET a ve An LERRETE 
0—= À, Cor À; Che Per Cyn—19 


(6) 


d'HRR are dt sie sue a ein AUets ter eo le rate a assiette 


| O—A,l +A LL +...+ A1, . 


239. Remarquons encore que les fonctions P et D de- 
viendront identiques si l’on a, quel que soit u, 


dy —= , (ARE NI COLE Lt, 


d’où 1l résulte que la fonction 
P rs (b — a) 
x (e— a)(e— 4) 
X(d— a)(d— b)(d— c) 


trees ae laits alert ea eee 0e 7 ee 0! 1 ee cc 0e 


est égale à l’un ou à l’autre des déterminants 








1 I I LAB 287 et à rade POUR à CE 
a b l DUT Re, 
Die y? b? EC RRONE Met JE De cures 





| ai bn—1 LEA pm—1 I l 2 ali pm 
D'ailleurs, si l’on pose 
Fa)=(e— a)(r—b)(e—e)...(2—t), 


on à 
F'{a)—={a—b)(a—c)...{a—1), 


F'(b}—(b—a)(b—c)...(b — 1), 
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et l’on conclut de là 
NN (1 —À) 


DT) ue LrA2)E CA), EU 


240. RésoLUTION DE M ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 
A mm INCONNUES. —— Les formules du n° 238 donnent im- 
médiatement la résolution d’un système d'équations du 
premier degré entre un pareil nombre d’inconnues. Car 
soient les m équations 


AZ + 05Y + Co2+...+ lu = So, 
Aix + dy +cz+...+ lu —=s,, 


entre les m1 inconnues x, y, z, ..., u. Conservons les no- 
tations du n° 238, et ajoutons les équations proposées, 
après les avoir multipliées respectivement par les facteurs 


À A;; A, NE LE As 
on aura, par les formules (4) et (6) du n° 258, 


D x ee A, So —+ A; Si ST eh + À pi S m—-19 


ou 
Dr = X, 


en désignant par X ce que devientle déterminant D quand 
on remplace la lettre 4 par s, en conservant l'indice. 
Si donc on représente par 


AOL PRET AU 


les valeurs que prend D, quand on remplace par la 
lettre s chacune des lettres 


220905 Die el | 


successivement, les valeurs des inconnues seront repré- 
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sentées par les expressions suivantes : 


X Y 1.3 Ù 
ME — = — D EERNEE ter J — — 
D , * 4 D° D’ ] D 
dans lesquelles le dénominateur commun est précisé- 
ment égal au déterminant D. 


 2M. Il n'entre pas dans nos vues de présenter une 
étude complète des déterminants, et, pour ce qui ve- 
garde les détails de cette théorie, nous renverrons le Lec- 
teur au Mémoire de Jacobi publié dans le tome XXII du 
Journal de Crelle, Mémoire dans lequel l’illustre géo- 
mètre a présenté une exposition d'ensemble qui ne laisse 
rien à désirer. Nous nous bornerons ici à établir les pro- 
positions qui sont indispensables pour l’objet que nous 
nous proposons. 

Il convient, dans ce qui va suivre, de faire une légère 
modification aux notations dont nous avons fait usage 
jusqu’à présent. Au lieu d'introduire plusieurs lettres 
affectées d’un indice, pour représenter les quantités 
données, je n’emploierai désormais qu’une seule lettre 
affectée de deux indices. 

D'après cela, un système de m°? quantités données sera 
représenté par 

A,1s a,gs + Amis 
a 5,9 9,9, +, Ayp,o 
(:) 


cgonege eus) éieele,s, © 044 


Ai, sise es Œyn,m 
l'expression générale de ces quantités sera ainsi 
ai 
chacun des indices ? et j pouvant prendre les 77 valeurs 


2 ENTRER june, 
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et le déterminant sera 


(2) D=S <a Ag,9 + « Amn,m 


quant au terme principal, 1l sera toujours 


EUR d;,1 Aa ,9 « à Am,m 


et tous les autres s’en déduiront en conservant la série 
des premiers indices dans l’ordre naturel, et en exécu- 
tant sur la série des seconds indices toutes les substitu- 
tions possibles. Chacun de ces termes sera d’ailleurs 
pris avec le signe + ou avec le signe —, suivant que la 
substitution qui l’a fourni équivaut à un nombre pair ou 
à un nombre impair de transpositions. 

Il est évident qu’au lieu de faire porter les substitu- 
tions sur les seconds indices, on peut, si on le juge à 
propos, les exécuter sur les premiers indices. 


242. On doit remarquer que, si l’on a 
di, j ce 0, 


pour toutes les valeurs de : inférieures à 7, le détermi- 
nant (2) se réduit à son terme principal. En effet, 
quelles que soient les quantités (1), on a (n° 238) 


D—=a;; Ÿ “3 ad, m + Y'a sue mm run 


dr ) Et sa, nm à A,m—4 daym eee; 


dans notre hypothèse, les déterminants partiels de cette 
expression s’évanouissent tous, à l'exception du premier, 
car chacun des termes dont ils sont formés renferme un 
facteur égal à zéro. On a donc 


Le di ,1 RE A3,3+ + -Am,m)3 
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par le même raisonnemen\, on trouvera 


+ ee lo, Ax,g...Am,m — 19,2 af NT A 


bus ee 01e ee à © 0e ete roro ete dis etaraleielef ae, eo ,v)shrtet ee L] 


au yn—1,m—1 Am,m — n—i,m-1 Cn,ms 


et l'on a, par conséquent, 
= Œi,1 o,2 + +  Ayn,me 


243. Soient D le déterminant de m? quantités a; ; et 
D’ce qu’il devient quand on donne à chaque élément a; ; 
l'accroissement a;,;; 1l est facile de trouver l’expression 
de D’ ordonnée par rapport aux accroissements «. 

Le déterminant D étant une fonction linéaire et ho- 
mogène des quantités 


(1) dj,js os ++, Œyn,1) 


si l’on donne à ces quantités les accroissements respectifs 


(2) mins Ida AT Gnit) 
D deviendra 
D + D,, 


en désignant par D, ce que devient D quand on y rem- 
place les quantités (1) par les quantités (2). 

Si, dans cette dernière expression, on donne aux quan- 
tités 
(3) di,9) 9,2 ..., Am,2 


les accroissements 


(4) H1,92 La,29 + + : 5 Xyn,25 | 

et que l’on désigne par D, et D,,, ce que deviennent D 
et D, par la substitution des quantités (4) aux quan- 
tités (3), on obtiendra pour résultat 


D + (D, UE D; ) + D; ; 
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en poursuivant cette série de substitutions, on parvien- 
dra à l'expression de D' qui sera évidemment 


D'=D+S, +S, +...+S,; 


dans cette formule 4 désigne généralement la somme 
[ 

NT ON MED CE EUNE ; 

des = ) 2. -2'détérminants que l’on ob- 





LED SPL 

l 

tient, quand on remplace la lettre & par « dans u lignes 
horizontales du déterminant D. 

Nous pouvons tirer de ce résultat une conséquence 


qui nous sera utile. Si les quantités &; ; sont telles que 


Li, Lo,pus PEUR D Lyn,u 


soient proportionnelles à 
Ly,vs Days + + Um, 


pour toutes les valeurs des indices et v, chacun des 
déterminants contenus dans les sommes S:, S3, ..., Sm 
s'évanouira; car, dans chacun d'eux, deux lignes hori- 
zontales seront formées de quantités proportionnelles. 
La formule précédente se réduira donc à 


D'- D +S,, 
ou à 
D'=D + D, + D, +...+D,,, 


D,, D:, ..., D,, étant les valeurs que prend D quand 
on remplace a par & dans chacune des lignes horizontales 
successivement. 


244. Nous compléterons ces notions sur les détermi- 
nants en démontrant un théorème qu'on doit regarder 
comme fondamental et auquel Binet et Cauchy sont par- 
venus l’un et l’autre, en généralisant des résultats obte- 
nus précédemment par Lagrange et par Gauss. 
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Tuéorime. — Ztant donnes deux systèmes de mn 
quantités, Savoir : 


{ Aiy Gen ++. An Dis Ban -. br 
{ Œi,2 a ,9 . + o Zn,9 Die Da,e CET 222 
(a) (8) 
di,m A2,m Pt Zn,m GE ba,m AT de us 
posons 


Ci,k — Ai b,,x Se oi Ds,k Rtatd der de An,i baie 


et formons le déterminant de m? quantités, savoir : 


Ci,1 C2,1 CA Cm,1 


MONm RNCS mets Cm 
Si m est superieur à n, on aura 
= 0. 

Si mest égal à n, et que l’on désigne par À et B les 
déterminants formes avec les quantités (a) et (b) res- 
pectivement, on aura 

CAR: 
Enfin, si m est inférieur à n, et que l’on désigne par À 
le déterminant formé en prenant m colonnes verticules 
du tableau (a), par B le déterminant formé avec les 


colonnes correspondantes du tableau (b), de manière 
que B se déduise de À par la transposition des lettres a 


c=Y AB, 


Le igneŸ embrassant autant de produits AB que l'on 


et b, on aura 


peut former de combinaisons avec n choses prises m 


à m. 
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En effet, si l’on représente, pour abréger, par 


CNE A, i On, 


la valeur de c;,x, le terme principal du déterminant C 
sera 


Ci,1 C2,24°Cm,m — (Vas ms) (Vas ba) (Sa. ba) …., 
des 


chacun des m nombres À, u, v, ... devant recevoir les 
valeurs 1, 2, ..., 2; On peut écrire aussi 


Ci,1092,2+ - «Cm,m — ; (a, Ay,2 Ay,3 ee. 7,1 by,a bise Le 


Cela posé, pour avoir le déterminant C, il faut ajouter à 
ce terme principal, avec un signe convenable, tous ceux 
qu'on en déduit quand on échange entre eux, de toutes 
les manières possibles, les seconds indices des lettres c, 
en laissant invariables les premiers indices. D'ailleurs, 
par ces substitutions, les deux indices de chaque lettre a 
restent invariables dans l’expression de c;x, et les se- 
conds des indices des lettres » changent seuls. On a 
donc, par la formule précédente, 


4 En C dy,2 4, ,3 .…. Qu b;,: bye by, . h 
ou 
C Er: alt €; 1 2 €,,,3 CO 


{ID ES co Due : MAT 


Dans cette dernière formule les #7 indices À, u, v 


en posant 


2 .. 
sont invariables, et comme chacun d’eux doit avoir l’une 


des n valeurs 1, 2, ..., 7, on'voit que, si mn est supérieur 
à 7, deux au moins des indices À. u, v, ... seront égaux 
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entre eux; 1l y aura donc deux colonnes verticales iden- 
tiques dans le déterminant 1 et l’on aura 15 — o, d'où 


U=0: 


Si l’on a m = n, le déterminant 15 sera encore nul, à 
moins qu'on ne prenne pour la suite 


AUUAIU 
celle des m nombres 
LPO AIM OM: 


dans ce cas, soit s le nombre des transpositions qu'il 
faut effectuer dans cette dernière suite pour la faire coïn- 
cider avec la précédente, on aura évidemment 


W—=(—1:)8B, 
et, par suite, 


{ 
il (—1})$a,1 due ds. se 


Or il est évident que la somme contenue dans le second 
membre de cette formule est égal au déterminant A des 
quantités (a); donc 
CAB. 

Supposons enfin m <{n; pour que 15 ne soit pas nul, 
il faut, comme précédemment, que deux quelconques 
des indices À, p, v, ... soient inégaux. Quand il en est 
ainsi, W% coïncide au signe près avec le déterminant B 
formé en prenant m colonnes verticales du tableau (b ); 
alors, sis désigne le nombre des transpositions qu'il faut 
faire subir aux premiers indices du terme principal de B 
pour obtenir la suite À, u, v, ..., on aura 

vd —=(—1)B, 

puis 


ë 
C S Re tn]. 
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S1 l’on se borne à donner aux indices À, 1, v, ... les 
valeurs qu’on leur a assignées pour former B, le second 
membre de la formule précédente se réduira à 


BY (— 1) @,1 dus Ages 


AB. 


C EN AB, 


le signe Ÿ embrassant tous les produits AB qui répon- 


c'est-à-dire à 


On a donc 


dentauc end mn nel 





| | | 
- systèmes de valeurs que 
12 on 


l'on peut attribuer aux indices À, u, v, .... 


Remarque. — Si, au lieu de définir les quantités c;,x 
comme nous l'avons fait, on pose 


Ci,k — ii byi ne Œij,2 by,a ps Ai, Din 


le déterminant des x? quantités c;,x est égal à zéro quand 
m est inférieur à 2. Lorsqu'on a m=— n, ce déterminant 
est égal au produit des déterminants formés, l’un avec 
les quantités à, l'autre avec les quantités D. Enfin, lors- 
que m est => n, le déterminant des quantités c;,x est égal 
à la somme des produits obtenus en multipliant le déter- 
minant formé avec 2 lignes horizontales quelconques du 
tableau (a) par celui qui est composé des lignes corres- 
pondantes du tableau (b). 

Effectivement, on fera rentrer cet énoncé dans celui 
du théorème que nous venons d'établir, si l’on dispose 
des tableaux (a) et (b) de manière que les lignes hori- 
zontales deviennent les colonnes verticales, et qu’on 
change les lettres m2 et n l’une dans l’autre. 


CorozLarre. — Soient mn quantités a; x, l'indice i 
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variant de 1 à n et l'indice k de 1 à m. Si l’on a 
mou = n et que l’on fasse 


Cik = dj,i di, + oi le, Fees FO n,; An.ks 


le déterminant des quantités c sera égal à la somme des 
carrés de tous les déterminants que l’on peut former 
avec m? quantilés a composant m colonnes verticales du 
tableau formé avec les quantités a, c’est-à-dire que l’on 
aura 


eZ 
5 7 Co,9° A °Cm,m == S ( E A7,1 Area. tr, m 9 


le signe S se rapportant à toutes les combinaisons r’, 


nor Lldesinombres,i, 2, 72: DUIS-I.A M, 


Pour démontrer ce corollaire, 1l suffit de remarquer 
que les déterminants représentés par À et B dans le théo- 
rème précédent deviennent ici égaux entre eux. 


245. Le théorème que nous venons d'établir conduit 
à de nombreuses conséquences dont on verra le dévelop- 
pement dans ce qui va suivre. Mais nous ne pouvons nous 
dispenser ici de remarquer qu’on en déduit immédiate- 
ment ce théorème d’Euler. 


Taéorime. — Le produit de deux sommes de quatre 
carrées est lui-méme la somme de quatre carres. 


On a, en effet, d’après le théorème du n° 244, 
(air do,o — A,o Go, ) (D1,1 Vos — Vi bo) 
— (4,1 Di, + Go, Oo) (G1,2 Dia + A2,9 Dos) 
— (1 05,9 + do Da,2) (@i,2 04,1 + Ana Vat)e 
Cette égalité ayant lieu identiquement, soient 
MONTE NLE 


PrDrs 


os 
on 


S.— Alg. SUP. L. 
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huit quantités quelconques et posons 
Ba=+ta+b Vs, ba=+p+aVÿ—r 
ds =+a— BY—1, bis —=+p—9 V—1, 
do —=+cC ON NE bia=+r+s V—r, 
Bi —=—c—+d VE: ba =—r+s RE 
notre identité deviendra 
(ar bed?) (pt gi 4 st) 
= (ap — bg +cr — ds} + [ag + bp — cs — dr} 
+ ( ar — bs — cp + dq}? + (as + br + cq + dp }, 


ce qui démontre le théorème énoncé. 

Il convient de remarquer que l'égalité précédente peut 
être écrite de plusieurs manières différentes, car on a le 
droit de changer de signe de l’une quelconque des huit 
quantités a, b, c, d,p, q,r,s. 


Des fonctions entières et homogènes du deuxième 


degré. 


246. Nous avons fait connaître au n° 192 une pro- 
priété importante des fonctions homogènes du deuxième 
degré; cette propriété et les notions que nous venons de 
présenter forment la base sur laquelle repose l'analyse 
que nous nous proposons de développer ici. On recon- 
naîtra toute l'importance de cette analyse, en étudiant 
les conséquences que l’on en tire pour la théorie des 
équations 

Soit f une fonction entière et homogène du deuxième 
degré des m variables 


T1) Lay ce.) ne 


Nous représenterons indifféremment par 24; ; ou 2a;,; 
le coefficient du produit des deux variables distinctes 
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Xi, Xj; quant au coefficient du carré de l’une des va- 
riables x;, nous le désignerons par a; ;. D’après cette 
notation, l'expression de f sera 


im jJ=m 
(x) i=ÿ Ÿ a, TiX}, 
d=1 j—=1 
avec la condition 
dj,i — Ai,js 


Ainsi, dans le cas de deux variables, on aura 


12 
he 
i 


1=2 
_ 2 2 
Ai, j Lil; = dj XL, + 24,9 Li Le + or Lys 
j=1 


=1 


Désignons par 
PU DAT RE LE 


m nouvelles variables, et posons 


Li = A, Xi + a Xe +. + am, Xmo 
(2) La — Lj,2 X: + 9,2 X: a ROR ES AC en 0 PPS D, CR 


Ty — 1,m X:1 + %2,m Xe a SL Don 15 nids 


les quantités «;,;j étant des constantes arbitraires. Si 
l’on substitue ces valeurs dans l’expression (1) de f, 
celle-ci se changera en une fonction F des nouvelles va- 
riables qu’on peut représenter par la formule 


Ro JUue 
(3) F=Ÿ Jasxx 


17 — A 


j 


les coefficients À; ; sont des fonctions entières des coef- 
ficients a;,; de f et des coefficients a; ;; on a, en outre, 


AT À i,j. 
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Le déterminant 


A1,1 o,i . An ,1 
Œ1,2 9,9 Lyn,2 

. + . e ee . 

Cs,m Ao,m ++  Ayn,m | 


sera dit le déterminant de la substitution linéaire (2). 
Si ce déterminant n’est pas nul, on pourra résoudre les 
équations (2) par rapport aux variables X qui seront 
ainsi des fonctions linéaires des variables x. Alors cha- 
cune des formules (1) et (3) pourra se déduire de l’autre 
par le moyen d'une substitution linéaire. 


247. Nous avons démontré au n° 192 que la fonc- 
tion f peut être exprimée par une somme de carrés de 
fonctions linéaires, et que, dans le cas général, le nombre 
de ces carrés est égal au nombre m des variables. Cette 
décomposition de la fonction f en carrés peut se faire de 
plusieurs manières différentes; cela résulte évidemment 
du procédé dont nous avons fait usage pour l’effectuer 
et on le reconnaît immédiatement aussi, quand on em- 
ploie, pour le même objet, la méthode des coefficients 
indéterminés. Effecuivement, si l’on pose 


=muij=m 


o =Ÿ DE Æj = (Ain A | —+ A, Ta Tee + A» m pu * DR 


i=1 He 


que l’on effectue les opérations indiquées dans le second 
membre, et qu’on égale entre eux de part et d'autre les 
coefficients des termes semblables, on formera seulement 
mm +1) 
2} 
des indéterminées A;,, est égal à m?. 
Considérons l’un quelconque des systèmes de valeurs 


équations de condition, tandis que le DD 


SECTION IT. — CHAPITRE IV. 549 


des indéterminées A, . telles, que l’ éqnation (1) ait lieu 
identiquement. Posons 

X: == Ai,1 Li + A ,1 La Te ct rt Tyns 
(2) Xo — A,9 Zi + A9 To +.. Ads 


Ni — Asyemti + À3;m D mn mi Ces Aer ns 


on aura 


S1 le déterminant 


A;,1 A,,1 ue D: 
A, A; 2 CAC An, 


, À 


| 
D=ù 


| AG À,m FACE Am 


n’est pas nul, on pourra tirer des équations (2) des va- 
leurs déterminées des variables x, savoir 

| Li —%,1 Xi + Do,1 Na ee + mt ms 

DES ,2 NX + Go,2 Ko +. Am,2 Âm 


(3) 


os ee + »aré d12.6 s).0 6 MUNIE ARE 9 nues ae Re .…., 


To tmat ésin Xs + NCA En EE 





et, en conséquence, la réduction de la fonction f à une 
somme de carrés pourra être réalisée par le moyen de la 
substitution linéaire (3); il importe d'examiner ce cas 
avec attention. 
Pdanee del fonction 
dty 
Hi EE 


EDS Ÿ aire) 


1 
par rapport à x4 est égale à la somme des dérivées de ses 
termes ; or la dérivée de a; ;jx;x; par rapport à x, est nulle 
à moins que l’on n'ait i—kouj—#k; dans le premier 
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cas, la dérivée est ax ; x;, elle est a;,;x; dans le second 
cas; enfin, si it —7}—k, cette dérivée est 2ax,zÆx ou 
ax,k Cx + ax,x Lx, d'où 1l suit que l’on a 


1=7n 


1 0 
_ : — Œÿ,p Lje 
2 0x 


Th 





(4} 


md | 


Si l’on multiplie par 2x4 cette équation (4), qu’on donne 
ensuite à À les valeurs 1, 2,...,m, et qu’on ajoute tous 
les résultats, on obtiendra la formule 

(5) Of Of Of 


+ T +... —+x 2 
FU ? Dr, M Oxm fs 


qui exprime, dans un cas particulier, une propriété des 
fonctions homogènes. 
Comme on a aussi, par hypothèse, 


BEN 


= D (Au D pe Aou To mA T7 LUE Am Tim ke 


We 


il viendra, en prenant les dérivées des deux membres 
par rapport à x4 et divisant par 2, 


(6) 25% 


D | + 


— D Az,u (Au 1 Te DS APCE 


La comparaison des formules (4) et (6) donne 


L=—=m 


di,k— 2 À y,p À 1e 


c’est-à-dire 


L2 A%, 2 amet A, m Apres 
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pour toutesles valeurs des indices £ et k. Si donc on pose 


dj,i Mo ee Am, 
Ai 9 do, ss Ayn,9 
(7) À — ÿ 2,2 m,2 À 
As le de © .. . 
di ,m Œ,m D QU yn,m 


on aura (n° 244, Remarque) 
(8) VD: 


Il résulte de là que le déterminant de la substitution (2) 
ne peut être nul que dans le cas où l’on a A — 0. 

Ce déterminant À, formé avec les coefficients des 
fonctions linéaires 


DA Of: 


eg ess 


I 
= ne - 
2 0x; 20%, 





I 
2 Om 


joue un rôle considérable dans la théorie qui, nous 
occupe. M. Sylvester lui a donné le nom d’invariant, qui 
est adopté aujourd’hui par les géomètres. 

D’après cela, nous pouvons énoncer la proposition 
suivante : 


Si l’invariant d’une fonction homogène du deuxième 
degré n'est pas nul, toute réduction de la fonction à 
une somme de carrés pourra étre obtenue par le moyen 
d'une substitution linéaire. 


248. La dénomination d’invariant, donnée au déter- 
minant À, se trouve justifiée par la proposition suivante: 


Taéorëme. — Lorsque, dans une fonction entière et 
homogène du deuxième degré, on substitue aux m va- 
riables des fonctions linéaires de m nouvelles variables, 
l’invariant de la transformée est égal à l’invariant de 
la proposée, multiplié par le carré du déterminant de la 
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substitution; en sorte que, si ce dernier déterminant est 


égal à 1, l’invariant n’est pas altéré par la substitution. 


En effet, la fonction proposée f pouvant, dans tous 
les cas, être réduite à une somme de carrés, posons 


Æ 


Ur 


L 


(1) Ds (ci1,#%1 + Cox Te Fe + Cm, km ME 


Lu 
Il 


et considérons la substitution définie par la formule 
(2) Ty = Cp, À + A9 Xe He. + um Xm 


où p doit recevoir toutes les valeurs 1, 2,...,/7. Si lon 
exécute cette substitution, f se changera en une fonc- 
tion F, telle que 


(3) re (Ci, Xi + Co, x Xo—+.. ibm À ES 


et l’on aura évidemment 
C;,x = di C1,k + Loi Co,k Fee Ami Cm,k: 


pour toutes les valeurs de et de k, ce qui montre que le 
déterminant des quantités C; x est égal au déterminant 
de c;,4 multiplié par celui des à; . Mais, si l’on nomme À 
l’invariant de f, À’ celui de F, et D le déterminant de la 
substitution (2), les déterminants des quantités C;,;, cr 
seront respectivement égaux (n° 247) à VA» VA; donc 


on a VA’ ik VA; d’où 
MED 


CC qui démontre la proposition énoncée. 
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De la fonction adjointe. 


249. C’est ici l’occasion de présenter la notion de la 
fonction adjointe que Gauss a le premier introduite 
dans l'Analyse. 


Reprenons la fonction homogène du deuxième degré 


SONG = 


(x). « f=Y DOTE 


JE JE 


où l’on suppose 


(2) ji Gi, j- 
Posons 
3 I LE 10/2 ; HO Pi 
} ae à 1e D are ca ET RE A pas 
2 0x; moe 2'0rs 
ou 
,1 M Æ do, Lo He se + dpi Em = Xi, 
(4) A,2 Li À Goo To He + Emo Lm — X», 
QC REDON Te Ets er RMI INT SC on pp Se + AVioé- ». 0 , 
| Lima Fame tes + m,mlm —= see 


et rappelons que l’on a 


ixm 
a 
Ou Fa Xi Kite. + Xnæ, = DT 


= | 


Nous nous proposons de résoudre les équations (3) 
ou (4) par rapport aux variables x et de trouver la fonc- 
tion F dans laquelle se change f, lorsqu'on y remplace les 
variables x par leurs valeurs en fonction des nouvelles 
variables X. 

Si l’on résout les équations (4) par rapport aux va- 
riables x, le dénominateur commnn des expressions que 
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l'on obtiendra sera précisément l’invariant À de la fonc- 
tion f. Mais je supposerai que l’on calcule À sans faire 
les réductions auxquelles donnent lieu les équations de 
condition exprimées par la formule (2), et que l’on opère 
comme si les coefficients a; ; étaient des indéterminées 
n'ayant entre elles aucune dépendance. On aura alors, 
pour l’inconnue x;, la valeur suivante : 


UT PRUA JA OA 
HA (ax) Pit (=) Se (a) x, | 


ou 








Jim 


(6) =! DE ET 


D 


{ OA ) 
tre 


’ 


en représentant par 





la dérivée partielle de À prise, par rapport à a;;, dans 
l'hypothèse où les quantités a sont indépendantes. 

La fonction cherchée F est égale à la valeur que prend 
le second membre de la formule (5) quand on substitue 
aux variables x les valeurs tirées de la formule (6); on 
a donc 


(7) y DE ns =) xx, 


IT est permis, à cause des relations (2), de transposer 





les deux indices de chaque lettre a dans les équations (4), 
et, en faisant cette transposition, on aura, au lieu de la 


formule (6), 


j=m 


I O4 
dus > (x) Li 


sut 
2 
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La comparaison de cette valeur de x; avec celle déjà 
trouvée montre que l’on a 


(8) —) _ se)» 

en vertu des relations (6); alors la formule (7) donne 
1 OF UN O4 
Hiix es : (a) À 


et, en conséquence, les formules (6) se réduisent à 


1 OF 


(9) FAT 2 OX; 


OA 
Désignons maintenant par =——— la dérivée de À prise 
a,j 


par rapport à 4; ;, en ayant égard aux relations (2). On 
aura, à cause de la formule (8), si à et j sont inégaux, 


Le JUL PA (E)=> nue | 
De —(e) Oa ji EU O4 ;,i à 


O4 = (2 
Jai ai)? 


la formule (7) peut alors être écrite de la manière sui- 





et, ST — 1, 











vante : 
i=m)—i 
10 
Ho AD Det 
i=i j—=1 
ou 
JA LA "qe DO 
AF — X° + X?+...+ NX 
daté der Clm,m 
(11) | JA ne OA xx OA x x 
SPSESES, HE ee — 
M. DoÂE TERRE Lo Oar-iim SR 
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Le produit AF de la fonction F par l'invariant À est 
ce que Gauss a nommé la fonction adjointe de la fonc- 
tion f. 

Soit À l’invariant de F; comme la fonction f se dé- 
duit de F, en exécutant dans celle-ci la substitution (3), 
dont le déterminant est À, on a (n°248) A — A À?, et, 
par conséquent, 


A' == 1? 
il résulte de là que l’invariant de la fonction adjointe AK 
est égal à A1, 


250. Pour trouver la fonction F, on peut suivre une 
autre marche que nous devons indiquer, parce qu’elle 
nous conduira à une conséquence importante. Il est évi- 
dent qu'on aiteindra le but proposé, en éliminant les 
m variables x entre les rm» équations (4), savoir : 


In 


df 
Te — À) ou Ai, j Ti X 
“t) 


Pl 


D | 


et l'équation 


L=m 
(12) FX 2 Name te en de 
dard 
1—1 
Pour faire cette élimination, multiplions les équa- 
tions (4) par l’équation (12), nous obtiendrons rm équa- 
tions qui se déduiront de la suivante : 
u 
18) (Fa;,; — XiX;)x;—0, 


1 


me 


1 


Il 


en donnant à 7 les valeurs 1, 2, ..., m. Les m équa- 
tions (13) sont homogènes par rapport aux variables x; 
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donc, pour éliminer ces variables, il suffit d'égaler à zéro 
le déterminant des m? quantités 


(14) Fa;,; — X;X,. 


Ce déterminant peut se conclure très-facilement de celui 
des quantités Fa; ;, lequel est égal à F” À. En effet, l’in- 
dice 7 étant le même pour tous les termes d’une même 
ligne horizontale, 1l est évident que deux lignes quel- 
conques du déterminant X;X; sont formées de quantités 
proportionnelles: dès lors, d’après ce qui a été établi au 
n° 243, le déterminant des quantités (14) s'obtiendra en 
retranchant du déterminant des quantités Fa; ; chacun 
de ceux qu'on en déduit quand on y remplace successi- 
vement chaque ligne horizontale par la ligne horizontale 
correspondante du déterminant des quantités X; X,. Or, 
en conservant les notations dont nous avons déjà fait 
usage, On à 








/ S ’ JA \ 
RATER ( }. .., + FF” | as 


di, j Jin 


et si l’on remplace 


4 L _ 
F js al da, j: .. Fa); 


par 
SE CE CPS NE TR A ER 


on obtiendra pour résultat 


/ 


OA 
Lo 


( OA 
Jam, j) 


À Jai, ; 


(15) oi) }ex, ++ 
donc, pour avoir le déterminant des quantités (14), il 
suffit de faire la somme des valeurs que prend l’expres- 
sion (1) quand on donne à 7 les valeurs 1, 2,...,mn, et 
de retrancher ensuite cette somme de FA, Si enfin on 
égale à zéro la différence obtenue et qu'on supprime le 
facteur F1, on aura une équation qui donnera précisé- 
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ment pour F la valeur (7) trouvée plus haut et de laquelle 
nous avons conclu l'expression définitive (10). 


251. Voici maintenant la conséquence que l’on tire 
de la méthode précédente. Si l’on pose 


D = F jf — (X: Li + Xa To APT re KE 
les équations (13) seront évidemment 


09 


I 
2 CET 





0) == 0, ES = 5) 

d’où il résulte que le déterminant des quantités (14) n’est 
autre chose que l’invariant @ de & considérée comme 
fonction des variables x,, Xo, ..., Xm. Gela étant, consi- 
dérons la substitution quelconque 


AE (9) (0) (Q ke 
Ti 1 li Ho Ta eee + Em,1 Ty 
(0) 
(16) To —A,2 7 + o,2: Œ He + me Th 
. L2 e 4 6 ee este %:p 2610 "0e 20 r dr (LE 10 20: JOr, JR | L] 9 
en (0) (0y (0) 
Lyn = ,mly À Le,mle Tee. Emmy 


dont nous désignerons le déterminant par d. Par cette 
substitution, f se changera en une fonction /f (° que nous 
représenterons par 


HA (0) æt0) rs 
en vn=S Sade 


et si l’on pose, en outre, 


(CO'en 
X4 —= a, Xi + ao Xe He. + aim Km 


(18) ne Da, Aj + Geo No re cuits As 


one, 0 1e ele 10 © dre © are vue AN. 0 ele eee Le SE es RES 


(0e 
QUEUES = Kyn,1 X: Sr &m,2 X9 RO nn Xe 


m 
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la fonction se changera en une fonction o(°) ayant pour 
valeur 


RO VAUT ES CEE CPU 


nn 
et dont l’invariant sera égal à 92. L’équation 
(D 0: 


qui peut servir pour calculer F, s’obtiendra donc en 
égalant à zéro l’invariant de ou de w(0) à volonté. 

En employant successivement ces deux invariants, on 
conclura deux valeurs de F qui devront être identiques, 
et 1l en résulte ce théorème : 


La fonction F reste invariable, quand on y remplace 
les coefficients a;,; par a}, pourvu qu'au lieu des varia- 
bles X, on mette en méme temps 


CARE HS Au, 2 X2 ES NC Lu, mn Ne 


Supposons que la substitution (16) soit choisie de ma- 
nière à réduire f à une somme de carrés; l'équation (17) 
prendra la forme 


(02, 
m ? 


(19) TES #; TR par +. ME PAU 


il est évident que l’invariant de f (0) est égal au produit 
P. .€ etlon a (n°241) 


(20) CN LATE 


ce qui montre que, si l’invariant À est différent de zéro, 
ainsi que le déterminant de la substitution (16), aucune 
des quantités € ne pourra être nulle. On tire de l’équa- 
tion (19) 
DTA ir (0e : > LEA Of" (0) 
TE 2 


6 mn LC 
(0) m m 9 
Ê OE De 
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et en substituant, dans la même équation (19), les va- 
leurs de x, x, ..…., tirées de ces formules, il vient 


F(0) — =: Xe : ROME = XP 
Cela étant, pour avoir la fonction F, il suffit, d’après 
ce qui précède, de substituer à XŸ, X°, ..., dans la for- 
mule précédente, les valeurs tirées des équations (18). 
On aura donc, en se servant de la formule (20) et en con- 
servant les variables X(°) qui sont des fonctions linéaires 


des variables X, 
X?12 (0) 72 
(21) AF — 0,63. ..€» | nc | . 


Supposons maintenant que l’invariant À soit nul; 
d’après la formule (20), l’une au moins des quantités € 
sera nulle, et par conséquent tous les termes du second 
membre de la formule {21) disparaîtront à l'exception 
d’un seul. On peut conclure de là cette proposition : 


Tuéorëme. — Si l’invariant À d'une fonction homo- 
gène du deuxième degré est nul, la fonction ad- 
jointe AF est un carre parfait. 


959. ExemPpLes. — Considérons en premier heu la 
fonction homogène 


f—= Ax?+2Bxy + Cy° 


des deux variables x et y. On aura 


of 
— <— —= À EX 
2 0x . EST 1 
10f 
Br LOT —=N. 
2 9y “de ‘ 


el 


Ja X + + Yy; 


SECTION II. — CHAPITRE IV. SGr 
linvariant À a ici pour valeur 
A —= AC — B}, 
et l’on a 


CX — BY AY — BX 
D I = —— 
À pa 


en substituant ces valeurs dans l'expression de 1: on ob- 
üent la fonction adjointe AF, savoir : 


AF = CX? — 2BXY + AY?. 


On vérifie immédiatement, dans ce cas simple, la propo- 
sition démontrée à la fin du numéro précédent; car, si 
A = 0, la fonction proposée f'et la fonction adjointe AF 
sont évidemment des carrés parfaits. 

Considérons en deuxième lieu la fonction homogène 


= Az? + A'y? + A”z2 +2Byz+2B'xz + 2B'xy 


des trois variables x, y, z. On a ici 


LE ge + By BP: 2%, 
IE 
0 

MO RE QEIETS Pa 
2 0Y 

1 Of 

br By + A’z=7, 
2 0z EU 


et 
jee X x + Yy + Zz. 


L'invariant À à pour valeur 


A B” E’ 
A—= | B” À B 
B' DB LA 


ou 
A — AA! A" + 2BB'B”— AD? — AB? — A7B”?, 
S.— Alg. sup., L 36 
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et l’on a 


+ — <[(A'A"—B*)X + (BB’ — A"B")Y + (BB” — A’B’)Z], 
AE = [BB — A”B”)X + (AA”—B"?)Y + (B'B”— AB)Z|, 
s—;[(BB"—A'B)X+(B'B’— AB) Y+(AA'—B"?)2]. 


La substitution de ces valeurs dans l'expression de f 
donne la fonction adjointe AF, savoir : 


AF—(A'A"— B?)X2+ (AA”—B?)y?+{(AA'—B'?) 7? 
+ 2(B'B’— AB) YZ + 2(BB’— A’B')XZ 
+ 2{(BB'—A"B")XY. 
Posons 
A'A7—B'=a, AA7—B'—o, AA —B’—%/, 


on aura 
(B'B”— AB)? —c'a”— AA, 


(BB” — A’B'}? — ax” — AA, 
(BB' —A”B"}?— xx — AA, 
et quand l'invariant A est nul, ces formules se réduisent à 
B'B’— AB — Vo Va”, 
BB” — A'B' — Va Va”, 
BB! — A’B"— ÿ/a Va; 
donc la fonction adjointe AF se réduit, dans la même 
hypothèse, au carré de la fonction linéaire 


X Va Va EZ Net 


A 


Femarque sur la réduction à une somme de carrés. 


253. Nous terminerons ces considérations générales 
par une remarque importante relative à la réduction d’une 
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fonction entière et homogène du deuxième degré à 
une somme de carrés. 
Soit 
HET Las ce. LT) 
une fonction entière et homogène du deuxième degré des 
m variables 


Lis Lo; gvvRers Ty) 


dans laquelle les coefficients ont des valeurs indétermi- 
nées. En appliquant ici le procédé indiqué au n° 192, on 
pourra exprimer la fonction f par une somme de carrés, 
de la manière suivante : 


AS 2 
Fri Hard + d31T3 + + m1 Cm) 
2 
à" 82 (Te dei nt Grade. 
+ 63 (ds + aus Ai He: + am,s Lim) 


Elo ele ei Les oise sisi ee : «+ eiele + e 
+ € x + & SAT, 
Mi \*-Mm—1 mimi *m 
2 
+ En ln) 


en sorte que la fonction 
FX +e x +...+emX, 
se changera en f, par la substitution 


Xi = Xi Halo Ho e + mt Tms 
€ — Lo —+ 3,9 La +... + Xyn,2 Cm 


Qelniste o eteNs 0.0 02/0) 000006 .0, 1 0810 0,20) 0 9.9 


DÉEE 


dont le déterminant est égal à 1. Les fonctions F'et font 
dès lors le même invariant; or l’invariant de F est évi- 
demment €,€:...€n: si donc on désigne par À,, celui 
de f, on aura 

= 64e 


, Em: 
ù ? 
Si l’on pose 
TLyn — O;, mi — O0, 0) Ln—i+1 — 0, 
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f se réduira à une fonction des 77 — 1 variables 
Lis op cos Li 
r ,. . 6 
et nous désignerons par À, ; l’invariant de cette fonc- 
tion. Ilest évident, par ce qui précède, que l’on aura 


Ayn—i = Ej E2e + Em—i; 


nous admettrons que cette formule subsiste pour 
i— m— 1, Ce qui revient à poser 





ASE 
On aura, d’après cela, 
DRE, 
A3 —E66, 
A3 —6,€2t3, 
A» 16415 Em 
d’où l’on tire 
Le . à mt, ME 
€, — À1, Ba — ki: ET A? Poe? Em —— Nr 


il résulte de là que la fonction f peut être représentée 
par la formule 

f=AX+ REX . D x: ++ AR 

1 2 PA 

X,, Xo, ..., Xh étant des fonctions linéaires des varia- 
bles xy, Æo, ..., Xm. M. Hermite a tiré de cette formule, 
comme on le verra plus loin, des conséquences de la plus 
haute importance. 

Nous avons supposé que les coefficients de la fonction f 
étaient des constantes indéterminées ; mais 1l est évident 
que tous les résultats qui précèdent subsisteront quand 
on donnera à ces coefficients des valeurs particulières 
quelconques, pourvu cependant qu'aucun des invariants 


A1, A, ..., A» 


ne se réduise à zéro. 


SECTION II. — CHAPITRE 1V4 565 


Théorème relatif aux fonctions entières et homogènes 
du deuxième degré à coefhcients réels. 


254. Dans l'étude que nous venons de faire, nous n’a- 
vons fait aucune hypothèse sur la nature des coefficients 
des fonctions que nous avons considérées. Nous suppose- 
rons ici que ces coefficients soient des quantités réelles; 
alors, en appliquant le procédé du n° 192 à une fonction 
entière et homogène du deuxième degré, f, pour la ré- 
duire à une somme de carrés de fonctions linéaires, 1l 
pourra arriver que quelques-unes de celles-cicontiennent 
le facteur Er. En d’autres termes, la fonction f sera 
exprimée par une somme de carrés de fonctions linéaires 
réelles, multipliés par certains coefficients positifs ou 
négatifs. | 

On peut dire, avec M. Hermite, que deux fonctions 
entières et homogènes du deuxième degré sont de méme 
espèce, lorsque, ces fonctions étant exprimées par des 
sommes de carrés, le nombre de ces carrés dont le coeffi- 
cienia un signe donné, est le même dans l’une et dans 
l’autre fonction. 

Cela posé, nous présenterons ici une proposition 
fort importante avec la démonstration qu’en a donnée 
M. Hermite. 


Tuéorime. — De quelque manière qu'on transforme 
un polynôme homogène du deuxième degré à coefficients 
réels et dont l’invariant n’est pas nul, en une somme 
de carrés de fonctions linéaires réelles, ces carrés étant 
affectés de coefficients numériques également réels, le 
nombre de ces coefficients qui auront un signe donné 
. sera toujours le méme. 

Soit 
fe Ug, so, Un) 
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une fonction entière et homogène du deuxième degré des 


m variables 
U;, Uo; sphere Un 


et dont l’invariant À ne soit pas nul. Dans cette hypo- 
thèse, toute réduction de f à unesomme de carrés pourra, 
comme on sait, être réalisée par le moyen d’une substitu- 
tion linéaire et réelle dont le déterminant n’est pas nul. 
Supposons donc que, par la substitution réelle, 


1=m 
(1) me Ÿ ee. 
A=1 


on obtienne 
u=m 

(2) Dre 
1 


e, étant un coefficient réel positif ou négatif; et qu’une 
autre substitution réelle, 


À=m 
(3) He » Ax,u X1 
1=1 
donne 
LM 
(4) PEN 
PTS 


E, étant encore un coefficient réel. Il s’agit de prouver 
que dans les deux suites 


€) Es Sex Em 


E;, E,, OEON En 


il y a un même nombre de termes ayant un signe donné. 
Supposons négatives les quantités €, €», ..., €; et po- 
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sitives les suivantes 6;41,..., Em; SUPPOSONS aussi que 
He BP} soient nésatives et que Ey,:, ..., En 
soient positives; dans le cas où toutes les quantités € 
ou E sont positives, on aura i— oouk— 0. Nous allons 
démontrer qu'il est impossible que les nombres z et k 
soient inégaux; par exemple, qu’on ne peut pas avoir 
k>1. Admettons effectivement cette hypothèse dek>1i 
et examinons les conséquences qui vont en résulter. 
On a l'identité 


B—=n1 hL= Im 


(5) ss Dee DS 
1 


m=1 


les variables x étant liées aux variables X par m équa- 
tions qui se déduisent de la suivante : 


1=m i=m 


(6) Ÿ no Ÿ à xl 
PA | \=1 


en donnant à u les valeurs 1, 2,..., m. Le déterminant 
de la substitution (1) n'étant pas nul, il est évident que 
les équations (6) pourront être résolues par rapport aux 
variables x, et la même chose aura lieu encore si l’on 
écrit partout 
| CL X4 
poper—— Ce amy) 
VE RUE 


au lieu de x, et X,, e, et HE, désignant les valeurs 
absolues de :, et de E,. A GTS l'équation (5) devient 


[ai +ate ta ]+fa, ais +. .+ x] 
—=—|[X{ +XS ++ XXE] + [KE +X4ie ++X,], 


(7) 


et celte équation (7) doit se réduire à une identité, par le 
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moyen d’une substitution linéaire telle que 
1=m 
(8) LE > mibet 
ÀA=1 
Cela posé, soit o un angle indéterminé; la formule (7) 
ne changera pas si l’on remplace X, et X: respective- 
ment par 


X,cose + X,sins, X\siny — X,c0s0, 


lorsque le nombre Æ sera supérieur à 1. Mais alors l’in- 
déterminée®s’introduitdansles équations (8), et l’on peut 
en disposer pour faire disparaître X, de l'expression x1. 
On a effectivement 


Li = («1,1 COS p + Xo,1 sin ®) X, —- (a,1 SN p— 1 cos?) X, +. ONCE) 


et, pour remplir l’objet demandé, il suffira de détermi- 
ner @ par la relation 


&1,1 COS + &9,1 SIN & — 0. 


Ainsi, par un changement de notation qui ne change ni 
l'équation (7) ni la forme de la substitution (8), on peut 
faire disparaître X, de l'expression x, ;en d’autrestermes, 


on peut supposer 
CAR RES 


Pareillement, lorsque k est > 2, l'équation (7) ne change 
pas, si l’on remplace X, et X;, respectivement par 


X,cosy + X,;siny, X:sinp — X;cos, 


et l’on peut disposer de la nouvelle indéterminée © pour 
faire disparaître X, de l’expression de x,. Il suffira, en 
effet, de déterminer cet angle o par la formule 


G2,1C089 + &3,1 Sl1Y — 0, 
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et il est évident qu'on peut continuer la même série 
d'opérations sans changer l’équation (7), n1 la forme 
réelle de la substitution (8), jusqu’à ce qu'on ait fait 
successivement disparaître les variables 


X, X, CLONE X 1 


de l’expression de x,. 

Cela étant établi, on voit que, par une série d’opéra- 
tions toutes semblables, on pourra faire disparaître les 
variables 

at e FRit SX ne 
de l’expression de x:. Comme nous nous arrêtons ici à 
Xx_» et que la dernière opération consiste à remplacer 
Xx_2et Xyx_, respectivement par 


Xy_2 coso + X4_;siny, Xz_,sinp — Xz-_, cosy, 
on ne verra reparaître dans x, aucune des variables que 
l’on a d’abord fait disparaître de son expression. 

On peut opérer de la même manière à l’égard des va- 
riables x3, 4, ..., xx_1 ; l'expression de x, ne contien- 
dra plus les variables X,, X2, ..., Xx_3, la dernière va- 
riable x4_, ne renfermera plus X,. Ainsi l’on aura 

%,1, O5... Lo, — Os +5 Ag, — O0 


Li, — O,.. &o,9 


Ï 
© 


Lk—2,9 = 0, 
(9) M Do 0 CU o:9F0 00 A 00,1, 27%, 2) at ns 0 » spoge, she, ss 0e 5,5 à 
G,k—2— Os  L2,k=2— O, 
Xi,k—1 —= O. 


Le nombre k étant supérieur à z, si l’on substitue les va- 
leurs (8) des variables x dans l'équation (7), et qu’on 
égale de part et d’autre les coefficients de X', on aura 


2 


2 2 
Qi 541 Gun Re EU Lim 


1,i+2 ML 


et cette équation ne peutêtre évidemment satisfaite par 
des valeurs réelles des quantités æ. On ne peut donc ad- 
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mettre l'inégalité des nombres x et 4, ce qui démontre la 
proposition énoncée. 


Theorème de M. Sylvester relatif aux fonctions aux- 
quelles conduit l'application du théorème de Sturm. 


255. Le théorème dont il s’agit ici a pour objet de 
faire connaitre l’expression algébrique des fonctions qui 
interviennent dans l'application du théorème de Sturm 
à une équation donnée. M. Sylvester l’a publié sans dé- 
monstration dans le Philosophical Magazine (dé- 
cembre 1839); et Sturm l’a établi ensuite dans un 
article qui fait partie du tome VII du Journal de Ma- 
thématiques pures et appliquées. Nous présenterons la 
démonstration de Sturm en y apportant quelques sim- 
plifications dont l’illustre géomètre a d’ailleurs indiqué 
la principale en terminant son Mémoire. 

Le théorème de M. Sylvester peut être énoncé comme 
il suit : 

Taéorème. — Soit V — 0 une équation quelconque du 
degré m à une inconnue x, dans laquelle, pour plus de 
simplicité, le coefficient de x”? sera pris égal à l'unité, et 
dont les racines supposées inégales seront désignées par 
a, b,c,..….,k, {. Soit V, la dérivée de V. Concevons qu'on 
cherche, par le procédé ordinaire, le plus grand commun 
diviseur de V et V,, en ayant soin de n'introduire et de 
ne supprimer aucun facteur indépendant de x, et en 
changeant toujours les signes des restes avant de les 
prendre pour diviseurs. Désignons par Vi, Vs, .…, Vn 
ces restes pris avec des signes contraires dont les degrés, 
par rapport à x, sont respectivement M—2; NL TRS, 
1,0, dans le cas général. Les polynômes 


V4 V4; V», EX | \ Le 
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s'exprimeront en fonction de x et des racines a, b,c, …, 


k, l de l'équation V — o, de la manière suivante : 


IV—=(x—a){(x—b){r—c)...{(x—1), 


Va de) (æ—c)...(x—1), 


I 


ou 


I 


DV= LV a) (ad) (bd (ed)... (r—0), 


3 


Ne a Sein ae 8 006 ee os 6700 D 070 » p.01 6 0 © ee 6 à. 6 0e 076 6 à ù 6 Ÿ 0 ©. D D, 6 6 678 BON CLS 10 rs na 





M 2 jt ct. la 1} (b ch... (4-—1), 
les quantités a, Às, .…., Âm étant déterminées par les 
formules 

l = Dh 
2 
k — (2) , 
\P1 
’ P1P3 : 
(2) A 
P2 
À (en), 
P1P3, 
@ & 6.0 6 0,06 ep eo © D 9 
P: ES m, 
P2 =) (ae b}?, 
— a— b'la—c\(b—c}) 
(3) P3 ( ) ) ( 1 


= (a-b{a-dr{a- abc (o—d} (eu, 
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et chaque somme ÿ représentant une fonction syme- 


trique des racines dont tous les termes se déduisent, par 
les substitutions, de celui qui est écrit sous le signe. 


La première des formules (1) exprime la composition 
de l'équation proposée, et la deuxième a lieu par un théo- 
rème connu. Il reste à établir les suivantes. 

Soient 


Q:, Q:, cHérivis (ren 


les quotients que fournit la recherche du plus grand 
commun diviseur; ces quotients seront du premier degré 
en x, dans le cas général, et l’on aura 


V = OO Vs, 
Vi, =VQ ="; 
(4) LM, V0 Vi, 


Au moyen de ces formules, on peut exprimer successi- 


vement 
Ve Va, h PUR) Von 


en fonction des polynômes V, V, et des quotients Q; 
on trouve ainsi 


Va = V,Q, — V, 
Ve V, = Vi(Q:Q:—71) — VQ:, 
NS Ve HSE 00210, = A 


Gates Time" aie ee etv,s ee eteie 65 27 nee de te L2 cernes 


(5) 


et 1} est évident que l’on aura généralement 
(6) Viol 


S, et T, étant des polynômes des degrés u—1 et p— 2 
respectivement. 


[2 
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Si l’on écrit f(x) au lieu de V, f(x) au lieu de V;, 


la relation (6) “a la forme 


(7) m—/'le) = St Ar): 


il résulte de là que, si l’on donne successivement à x 


les m valeurs 
CIS EN RATES TE 


la fraction rationnelle 


(8) 


… 


se 
Su 
prendra les m valeurs corres pondantes 


fa), Pb), Fe), +, PE) 


d’ailleurs les degrés des polynômes V,, S, sont respecti- 
vement Mm—u, p—1 et la somme de ces degrés est 
m—1. On pourra donc déterminer la fonction (8) par 
la méthode qui a été exposée au n° 232. 

Supposons que L occupe le ui" rang dans la suite des 
m racines 


(9) a, b, Cy €, h, ASTON À 4 LE 


d’après la formule générale du n°232, les polynômes V, 
ets, seront égaux respectivement, à un facteur constant 
près, savoir : le premier, V,, à la fonction symétrique 
des racines (9), dont l’un des termes a pour valeur 


(æ—i)...(æ—#k)(r—20) 
[(a—i)...(a—1)]...[(4—i)...(2— 0) 


et le second, S,, à la fonction symétrique des mêmes 


À Aa Dr PTT) 


racines dont l’un des termes est 








f'(a)#"(6)..f'(8) Heu) Fi je de 


Tale (ae 0j te -#4)(g 280] 


-# 
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FUREUR — a AA cel) ARR 
et il résulte de ces formules que les produits 
f'{a) F8)... PP), fa) F8)... Fe) 
ont respectivement pour valeurs 
plu" 


1) [(a—6}{(a—c)...(g—h}][(a—i)...(a—1)]...[(4—c)...(2—2)1, 


pe (p—1) 
(—i) * Ce—b)f{(a—c)...(e—g)1T(a—#)...(a—0)]...{(g--4)...(8—2)1; 


alors on aura, en désignant par À, un facteur indépen- 
dant de x, 





6 v, =: D) (a — D} (a — 0)... (g — 4) (x — à. (x —4) (x 0} 
JS S a— bla —ch.….(e— 8) (x —a)(z 6). 


il est évident (n° 232) que, dans le cas deu — m, ces for- 
mules doivent être réduites à 


Vn = 5 (a— 6) (a—c)...(4—1), 


D Tr (a— b}?(a—c)?.. (j—4)(x—a)(r—b).. (x—#); 


il faut remarquer aussi que, pour w=—1, les formules (10) 
se réduisent à 


RE Seb) (ré) (et), 


I 
Se 
| s: NS 


(12) 


et que l’on doit faire en conséquence À =1. 
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On voit, par la première des formules (10), qu'il ne 
nous reste plus qu’à déterminer la constante À... 
A cet effet, substituons, dans l'égalité 


(13) ati Va Qu — V1 


les valeurs de V, et de V,_, urées de la formule (6) et 
de celle qu’on en déduit par le changement deu enu—1, 
on aura 


Vi ne À (Su Ni SL (T4 Qu jé Tu: }; 


d'où 1l suit que l’on a, par la notation convenue, 








(14) Sp — Sy Qu — Sute 

Les formules (13) et (14) donnent 
V, Qu re Visi : Si = — ja : 
Vo Va Sp Qu Sy Qu 


d’où, par la multiplication, 


Sur Ve =(4%) e 2 
Sy V1 Vas Sa Qu 


et l’on conclut de là, pour x =, 











lim Sas Va A à 
SV 
Ainsi les fonctions 
Sat Ve, Sy Vu RTÉPRS S2 Vi 
Sa Vu Su Vue 51 V 


se réduisent à l’unité pour x = , etil en sera de même 
du produit de ces fonctions; en sorte que l’on aura 


Q Où A 
me PU {pour =). 


1 


1 
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Or le terme du degré le plus élevé en x dans le pro- 
duit S,41 V, a pour coefficient 


an De bj(a—c}...{(g— ny | 


FE 


À Au 





ou 





en adoptant les notations exprimées par les formules (3); 
on a d’ailleurs S, —=1, d’après ls formules (12) 
coefficient de x”? dans V est égal à 1. L'expression pré- 
cédente se réduit donc à l’unité, et l’on a 


= RE D 
hu hot = Pa 3 


il estévident que, dans le cas deu —1,le second membre 
de cette formule doit être remplacé par mn?, ce qui est 
conforme aux formules (3). On a donc 


(EE > nt, ra ex. 2 se 2 
on — 1; A À — P; c 3 Pi) Gr 0 À ntm 


d’où l’on conclut immédiatement les formules (2), ce 
qui achève la démonstration du théorème énoncé. 

Il faut remarquer que la quantité p,, ne figure pas dans 
notre analyse, mais nous introduirons cette quantité dans 
ce qui va suivre, et c’est pourquoi nous l’avons com- 
prise dans le tableau (3). 


256. Nous allons faire connaître maintenant une con- 
séquence importante du théorème de M. Sylvester. 

Les quantités p,, p:, ps, ..…., sont des fonctions symé- 
triques et entières des racines de l'équation V — 0, et en 
conséquence elles sont exprimables rationnellement par 
les coefficients de V. Si donc ces coefficients sont réels, 
Pis Pas Ps, .… seront aussi des quantités réelles; dès 
lors les facteurs Lo, A3, .. À seront des nombres essen- 
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tiellement positifs, et l'on pourra les supprimer des for- 
mules (1) lorsqu'il sera question d'employer les fonc- 
tions V, V,, V2, ..., pour la recherche du nombre des 
racines réelles de l’équation V = 0 qui sont comprises 
entre deux limites données. 

Cela posé, si N désigne le nombre des racines réelles 
de l'équation V—=o, N sera égal, d’après le théorème 
de Sturm, à l’excès du nombre », des variations que pré- 
sente la suite V, V,, V:, …., pour x ——, sur le 
nombre y, des variations que présente la même suite 
pour x = + , et 1l est évident que #, et v, expriment 
aussi les nombres de variations contenues respective- 
ment dans les deux suites 


1, — Pi + Pas HCICK +(—1)" ph 
1; Pi Pas »., Pm: 


La somme #, + , est évidemment égale à m3; on a, par 
conséquent, 
to —n—=N, + —=m, 
d’où 
N=—=m—2v,; 


2, est donc le nombre des racines imaginaires de l’équa- 
tion proposée, et de là résulte ce théorème : 


Le nombre des couples de racines imaginaires de 
l'équation V — o est égal au nombre des variations de 
signes que présente la suite des quantités 


To Pis Pas ets Pme: 


257. Dans un Mémoire qui fait partie du tome XII du 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, Bor- 
chardt a donné au précédent théorème une forme très 


élégante que nous indiquerons ici. 
S. — Alg. sup., I. 37 
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On a 
pe Ÿ (a—b} (ac)... (sg — 4}, 
le nombre des racines a, b, c, .…., g, h, qui figurent dans 


chaque terme étant égal à; on a vu d’ailleurs (n°239) 
que le produit 


m 


E(a—b)(a—c)...(g —k) 


est égal au déterminant formé avec les a? quantités 


I I I Se de I 

a b c Me 0 

a? b? 2 RATS 

23 b3 Fe ACRS 3 
lg AR PRE Re D 


donc p, est la somme des carrés de tous les déterminants 
que l’on peut former en prenant uw colonnes verticales 


du tableau 


I I I Er I 
a b C ed: l 

a b? e RAT [2 , 
| | 

ani but ch ,.,, A1 ni | 





qui renferme mp quantités. Alors, si l’on pose 
AU ARS LL DE) De RENE LEE TES 1 
on aura (n°244) 


Py — ue tt Ap,95e . Au,p* 


Oro, n’est autre chose que la somme des puissances de 
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degré À + p — 2 des racines de l'équation V = 0, etnous 
ferons en conséquence 


on voit que p, peut être représenté par un déterminant 
de x? quantités, savoir : 


So Si CE Su 1 
1 LE Ve . 
| 
Pa = | Sa F3 +. Sur |* 


St Su .…. Sou—2 


La proposition que nous avons obtenue au numéro 
précédent peut alors être énoncée comme 1l suit : 


TaéorÈme. — Soit proposée une équation V—0o du 
degré m. Des coefficients de cette équation déduisons 
les sommes des puissances semblables de ses racines, jus - 
qu à l’ordre 2m—2 inclusivement, et avec ces sommes, 
que nous désignerons par 50, 51 S23 +. Sa, ...s Sam_2s 
formons les quantités p;,'pa, ..., Pm ER posant 


Pi — So — M, 








DPRÉECQT 
P2 — : 
$1 Sa 
So $1 S2 
P3 — S1 S9 S3 9 
HR PONT 
CRC] dtaipra tels ee Us n 
SH HALS a. Ce TRS | 
MARI T UNI et DS 
Pm— 





Sm—ise Sam—2 | 
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l'équation V—o aura autant de couples de racines 
imaginaires qu il y aura de variations de signes dans 
la suite 


LI, Pu P2; GO Ce Pm: 


m 4.11 

CorozLarrE [.— J{ y a au plus = variations dans 
(A SULLEIT, Dir Pay Dr. 

Corozzaire Il. — Pour que l'équation V =0o ait 
toutes ses racines réelles, il faut et il suffit que les quan- 
tites 

P>2; P3; MA Pm 


soient toutes posilives. 


Application du théorème de Sturm à une classe remar- 
quable d'équations algébriques. 


258. Considérons les m équations 


BL — Anti on lo Fee + Ami Tms 
£ Lo =, ji, T'; + 3,9 9 —- ss + An, Lys 


(1) 


dos o/2. s'en le bts, mena sur D,» Pere vlals els se ve 2,272 


STm — ,m T1 £e A3 ,m Te A D An,m Lms 


dans lesquelles les coefficients a sont des constantes 
réelles données satisfaisant à la condition 


di, j ess a ji 


Ces équations sont linéaires et homogènes par rapport 
aux variables x; et, si l’on désigne par lle déterminant 


1 — $ oi ... a 


m1 | 
| 
- LA L L 2] e, (e . L2 L] LL . . L2 < | 


| 


Ai ,pr o,m IT din,m == $ 


Ai, Aa ST. OMC Ayn,2 
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l'équation en g, Î —0, qui est du degré m, sera le ré- 
sultat de l’élimination des variables x entre les équa- 
tions (1). Cette équation comprend comme cas particu 
liers celle dont dépend la recherche des axes principaux 
des surfaces du deuxième ordre, ainsi que celles au 
moyen desquelles on détermine les inégalités séculaires 
des éléments elliptiques des corps célestes. 

Nous nous proposons ici de démontrer une propriété 
fort importante de l’équation  — 0; elle consiste en ce 
que toutes les racines de cette équation sont réelles. On 
possède plusieurs démonstrations de cette proposition; 
mais la plus remarquable est celle que Borchardt a 
présentée, dans le Mémoire que nous avons déjà cité, 
comme une application du théorème de Sturm. D’après 
ce théorème (n° 257), la réalité des racines d’une équa- 
tion dépend des signes de certaines quantités que l’on 
sait former; dans le cas qui nous occupe, il se présente 
cette circonstance singulière, que chacune des quantités 
dont il s’agit est une somme de carrés. Nous croyons 
utile de reproduire ici la belle analyse de Borchardt. 

Multiplions chacune des équations (1) par g et substi- 
tuons, dans les seconds membres, à gx, SX», ..., gXm 
leurs valeurs tirées des équations (1): nous obtiendrons 
le nouveau système 


° (2) (2) (2) 
£ Ti — € ,1 Ti AE A1 T9 sipat rit Œyn ,1 Tns 
2 (2) (2) (2% 
(2) A al —- di ,2 Ti —- A,2 T9 —- ... —- in ,2 Lin 


. +0. + + © ee 0 Gtielle She. ojie, sie 06e e , 


(2) (2) 


2 Less 2) 
FA Lm — A 


( 
ml + m2 Fes: + Gn,m Em) 


bk=m 
(SHVENeTS) ù 
if Ps GE Le Ai ah,j. 
= 
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Si l’on multiplie chacune des équations (2) par get 
que l’on substitue à gx,, gx», ... leurs valeurs tirées 
des équations (r), on obtiendra un troisième système 
d'équations qui se déduira du système (1) en remplaçant 
g par g* et les quantités a;,; par 


hO) = m BC) — y 


Au Gi a?) Ms 
fui -Ÿ. Mid =) Ÿ ai, 1070, 10.70, j 


kQ) | RC) == 


En continuant ainsi, nous obtiendrons le système d’é- 
À . x e ième . 
quations qui correspond à la puissance r de g: 


(r) (r) (r) 


LL —= in Li + on Lo Fe.e + Ami Tmo 
(r° r) 
r er 
(r) TA T9 — A9 L; Gseuta de PNG AT 
tuets te D» 00, 7.0 eje see ;e sp e/ofe o 1e), 0e he e eos she, es 
(r) r) (r) 
4e D in TOR Ca Ee + Am,m Tm) 


Am RO) BC) mn 


(r) ae 
a; — > Ÿ DT Or (D NE MO 


kC) — kC)—1 AT) —: 


“Es PA re 
an,:4 h,j L 


Si l’on multiplie les équations du système (7) par g”’ 
et qu'on substitue, dans les seconds membres, les va- 
leurs de gx, gx», ..., tirées du système d’équa- 
tions (7’), le résultat obtenu devra être identique avec 
le système d'équations (7 +7’), et l’on aura, en consé- 


quence, 
a ri tr ) ma r Le 
A. Ë ERP 
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ou, en écrivant g etr — 4, au lieu de 7 et 7, 
h=m 
(3) Na a 
h—1 


Cette équation (3) subsistera pour toutes les valeurs 
de g moindres que r, savoir, 1, 2, ..., r—1; dans le 
cas des valeurs extrêmes, on doit supposer 


(4) a dir. 


L'équation (3) subsistera même pour les valeurs 4 — 0, 
qg =r, si l’on convient de faire 


(a er PRE ne 
(5) a; ; 0, quand À et j sont inégaux, 
nr, quand 4— 7. 


Cela posé, revenons à l'équation F — 0; le premier 
membre [ est ce que devient le déterminant 


) RE PC PPRAT PARU 


lorsqu'on diminue de g chacune des m quantités 


di ,1; a,29 ,.., Zn,m: 


On aura donc 
ct — (a: + do, Te + anim)" +. 1129 


et, par suite, la somme s, des racines de l'équation 
= o sera 


im 


Si —= £i he ++ gn = a 


t==5i1 


En appliquant le même raisonnement au système d'é- 
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quations (r) qui conduit à une équation du degré m» en 
g”, nous obtiendrons 


7 
(r) 
Sr = Si + Seti + En — ai 
i=1 
ou, à cause de l'équation (3), 
1 0] IN 
ce _ 
st at2) Len à 
(6) RE a) at, 
1 TE 


g ayant une valeur quelconque de zéro à r. 
Soit maintenant, comme au n° 257, 


I 

| 

Si Sat. Sa + SRE | 

| 
—— k < lu 
Puy — S9 Sa Sz CRC Su+1 1 


Sat Su Su+1 . . Sou—92 | 


d’après l'équation (6), les quantités dont se compose ce 
déterminant peuvent être représentées de la manière 
suivante : 


(0) _(o) nou (0) (1) 0) _(u—1) 
É =) 4 “4? c De 4, PRE TUE an, GPA 
AN aa 49 60) 20 | 0 NAN 
2 0) nu Sa (2) u—1) 
S2 =Ÿ « af, an $3 De LS MAMA EE D as ? 


8-00 8 + eee + © © 0 € © ee © © + © + © + 0 


+ © ee 0e # 16,0 0 tr en0 0m a een en 


He (u—1) a) (LEUE an ae 8) 
Su SAT (FN . Su =V « LP te Sap—2 Va MES 


les sommes se rapportant à toutes les valeurs 1, 2, ..., m 


CT 
GO 
Sr 
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des indices z et 7. D’après cela, si l’on fait 


io RO 
LE \ ; (t) (u) 
Xp,u — F0 ét AT s 
Ê—1 PEU 


on aura 


Pi se Re A 41,10 . - Ant, m1? 


et, en appliquant aux um? quantités 


(0) (1) 
HE) À 


9 
vA 


Pa 2 


) . » 
Fe 17 8} 


a 
(4 


» 


le théorème du n° 244 (CorozLaire), on mettra p, sous 
la forme 


2 
“ Nbre re (&—1) 
(rire S DE Gr audi + + ce , 


RP 40 tele rl représentant ut} sYs- 
tèmes quelconques de deux indices 1, j et la somme S 


se rapportant à toutes les combinaisons x à m des m? 
systèmes 1, J. 

La formule (7) montre que chacune des quantités p, 
est une somme de carrés. Ces quantités sont donc toutes 
positives ; 1l en résulte,.comme on l’a vu au n° 257, que 
l'équation F = o a ses m racines réelles. 


Méthode de M. Hermite pour déterminer le nombre 
des racines réelles d’une équation qui sont comprises 
entre deux limites donnees. 


259. Nous nous proposons d’exposer ici une méthode 
extrêmement remarquable de M. Hermite pour déter- 
miner le nombre des racines réelles d’une équation, 
comprises entre deux limites données. Cette méthode 


Lud L} « 
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repose sur les propriétés des fonctions homogènes du 
deuxième degré qui ont été établies dans ce Chapitre. 
Soient 


(1) F(z}=—0 

une équation du degré m à coefficients réels, et 
LPS ESS RTE à 4 

ses m racines. 


Désignons par t une indéterminée et considérons la 
fonction homogène du deuxième degré 


I 











f= —— (ro +am + 2 La +... + ar 1) 

I 
(2) + AS (ro + br + br + + br 1) 
+ à : ro + das + lxs +... + 1x 1) 


des m variables x6, æ4, ..., ms. Il est évident que f 
est une fonction symétrique rationnelle des racines de 
l'équation (1); on pourra donc l’exprimer rationnelle- 
ment par les coefficients de cette équation, et comme 
ces coefficients sont supposés réels, la fonction f sera 
également réelle, pourvu qu’on attribue à l’indétermi- 
née t des valeurs réelles. Au reste, on peut calculer très- 
simplement les coefficients a; ; de la fonction f ramenée 
à la forme 


(3) 7 ÿ- Jus 


On a effectivement 


(4 + a+} bi+i Li 
] BERG ne? 
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or, si l’on décompose la fraction rationnelle 
ttiF' ( t) 
F(:) 
en fractions simples, on trouvera 
Date) aëti bit lit} 


El ———— ET 
F(4) Gi em et té Le ritur 








9 


E (t) étant le quotient entier de la division de 4ë+/F'(#) 
par F(t); donc, si l’on désigne par F; ;(t) le reste de 
cette division, on aura 

; F:,;(#) \ War bi+i ti 


t 
Hi}, Rp VAE PSEUREA UOTE EU PME 











et, par suite, 


i=m—AÀ J=m—i 


PANEz7(e) ne F;,;(£) 
ne D) ro 


0 1=0 








Désignons par À,_, l’invariant de f; d’après ce qu’on 
a vu au n° 247, cet invariant sera égal au produit de 


(a—+t)}(b—t)...(1— 0) 


par le carré du déterminant 


| a a? ani 
| I b b? b'—1 | 
| » 
AT ONE Let à 


lequel est égal (n° 239) à 
E(a—b)(a—c)...(a—tj)(b—c)...(4— 71); 
on a donc 


(a — b}(a—e)...{a — 1)2(b — c}?...(4 — 1} 


(6) Ami — Patte) (or. Mate) 5 
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ce qui montre que l’invariant de f ne sera jamais nul si 
l'équation proposée n’a pas de racines égales. 

On peut encore tirer l'expression de ÀA»_1 d'une autre 
considération qui fournit en même temps l’invariant 





Nb 


de la fonction à laquelle se réduit f, quand on y suppose 
nulles les —1 variables 


Tir m2 +. Tm—y+1° 


La fonction dont il s’agit sera donnée par la for- 
mule (3), si l’on suppose que les indices à et j ne varient 
que de zéro à m—u; la formule (4) donnera les coef- 
ficients a;,j, et, comme elle peut s’écrire 


al TU F Li 
= 1 FRA AO 1 207 











, 


l’invariant À,,_, sera égal (n° 244) à la somme des 
produits obtenus en multipliant l’un par l’autre les dé- 
terminants formés respectivement avec m—u + 1 CO- 
lonnes verticales des tableaux dont les lignes horizontales 
sont représentées généialement par 


ai, D RE 


et 











? GED: 9 


S 
| 
1 
© 
| 
CS 
DA 
| 
+ 


chacun des indices z et j ayant les valeurs o, 1, 2, 
m — 14. S1 l’on suppose que ies racines 


CNRS Na 


soient au nombre de m1 —u +1, le premier des déter- 
minants dont il s’agit sera égal à 


! 


HE(a—bi(a—c)... (a — h) (b—c)...(b—h)...(g—4) 
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et le second sera égal au quotient de la même expression 


par 
(a—t)(b—7:)...(4— 4); 


on aura donc 
2 —c}...(a—hk}...(g—2) 
(7) ad Are) ..(2—:) ; 


le signe Ÿ se rapportant à toutes les combinaisons 


Mm—p+1àm—np+1 des mn racines a, b, c, .…, l. 
Enfin, si l’on suppose que toutes les variables de fs’an- 
\ 2 3 x ? pee £ L 
nulent à l’exception de +5, et qu'on désigne par A, le 
coefficient du carré de la variable restante, on aura 


(8) D = ——. 


La fonction f'étant réelle, elle peut être ramenée, comme 





nous l’avons vu, par une substitution réelle, à la forme 


L A A A2 
(9) f=AXS + XI + XI +... + TX 1. 
[ 4, A; m—2 
260. Cela posé, nous démontrerons, d’après M. Her- 
mite, le théorème suivant : 


Taéorëme. — Ætant donnée l’équation F(z) = 0 du 
degré m, à coefficients réels et dont les racines suppo- 
sées inégales sont a, b, c, ..., L, soit la fonction homo- 
gène réelle 











F= le ia Hate di TT 
I 
; se ( + br, + bre +... + ATRLAA 
(1) DIT 
+ d'o'S ve, Sn TU 0e ets le © - PAR CURE ° 
LATIN (ro br, lines 
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LE 


des m variables xs, «1, .…, &m_, et dans laquelle t de- 
signe une indéterminée réelle; si, par une substitution 
réelle, on ramène la fonction f à une somme de carrés 
de fonctions linéaires réelles, le nombre des carrés af- 
fectés de coefficients positifs sera égal au nombre des 
couples de racines imaginaires de l'équation F(z)= 0, 
augmenté du nombre des racines réelles supérieures àt. 


D'après ce qu'on a vu au n° 259, l’invariant de la 
fonction f n’est pas nul, et si l’on désigne par X5, X4, .…, 
X»_, m nouvelles variables, les équations 


my HAT ER CES ENS OT TR EX 


(2) Lo + O0 ER, Dre OP LA ON 


Co rio Rs ONE TT 


pourront être résolues par rapport aux variables x; en 
substituant ces valeurs, l'expression de f deviendra 


(3) f=——xi + —— X: SAT ces = Xe 

Si toutes les racines a, b, c, ..., [sont réelles, la sub- 
stitution (2) sera également réelle, et l’on voit que, dans 
la formule (3), le nombre des carrés affectés de coeffi- 
cients positifs est précisément égal au nombre des racines 
qui sont plus grandes que t. D'ailleurs, toute autre sub- 
stitution, réduisant f à une somme de carrés, donnera 
le même nombre de coefficients positifs (n° 254); donc 
le théorème énoncé se trouve établi, dans le cas où les 
racines a, b, ..., | sont toutes réelles. 

Si les racines a, b, c, ..., [ne sont pas toutes réelles, 
la substitution (2) ne sera plus réelle, mais il est facile 
d’en déduire une autre qui le soit; car, supposons que a 
et b forment un couple de racines imaginaires conju- 
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guées, et que l’on ait 
a = r(cosa + ÿ—1 sin @ ), b= r(cos« — V—1 sina ); 
aux indéterminées X, et X, substituons-en deux autres 
Yo, Y, telles que 
Xo = Yo + Yi V—1, ne = AIT neur 

Il est évident que les deux premières des équations (2) 
seront équivalentes aux deux suivantes : 
Lot TE COS a + 7? 2 COS 20 +... +r" lx, cos(m—1)x— Y;, 

ræ Sine +7 r2SNn2a+...+r" lx, ,sin(m—1)x = Ÿ,, 
lesquelles ne renferment que des quantités réelles. On 
opérera de la même manière pour chaque couple de ra- 


cines imaginaires, et 1l est évident que la substitution (2) 
deviendra réelle par le simple changement de X,, X,,..., 
en Yo + Ÿ: NET NY, tr, MER 

Les deux racines imaginaires conjuguées a et à don- 
neront dans f la partie 


I 





; ps I a 
rt ont UD Lee Le TER FLE 
l'indéterminée t étant réelle, posons 


L 





: — (cosy +yÿ—1sme), — —p(cosg—V—rsins), 


A — 


la partie de f que nous considérons deviendra 


p | (cos : 20 VC sin 1) nus a Pen V1) | 
T2 


+ 'p | (cos = AU ES +) (Ye — Y, =) ’ 


ou bien 


2 2 
26 (Vocos ? — Yisin Ÿ } — 29 (Nssin ? + cos?) ; 
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ce qui montre que, par notre substitution, deux racines 
imaginaires conjuguées introduisent dans f deux carrés 
dont l’un est affecté d’un coefficient positif et l’autre 
d’un coefficient négatif. 

On peut donc conclure que toute substitution réelle 
qui ramènera f à une somme de carrés de fonctions 
réelles introduira autant de carrés affectés de coeffi- 
clients positifs qu'il y a d'unités dans le nombre des ra- 
cines imaginaires de l'équation F(z) = o, augmenté du 
nombre des racines réelles supérieures à t{; ce qui est 
précisément le théorème énoncé. 


CorozLaire. — Si l’on désigne par (t) le nombre 
total des carrés affectés de coefficients positifs dans la 
fonction f, lenombre des racines de l'équation F(z)= 0 
COMpT'ises entre deux nombres donnés t, et t3 >> lo sera 
égal à (to) —(t). | 

Car, si l’on désigne par N4 le nombre des racines su- 
périeures à t6, par N, le nombre de celles qui sont su- 
périeures à 44, et par 21 le nombre des racines imagi- 
naires, on aura, par le théorème précédent, 


d’où 
(&)—{(4)= No — Ni. 

261. Le théorème de Sturm peut être regardé comme 
un corollaire du précédent théorème. En effet, les quan- 
tités A, À, .…, Am_1 étant définies comme au n° 259, 
la fonction f peut être mise sous la forme 

A De 
f— do X° + + NI ON ARTE EEE 
0 


À m—2 


le nombre désigné par (£) exprime donc combien il ya 


de quantités positives dans la suite 
A; A; À; Apres À 


— 9 —9 —9 ++. 
I AÇ À; A y» —2 
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Nous avons donné au n° 259 les expressions des in- 
variants À,,_,, et l’on voit, en se reportant à ces expres- 
sions et au théorème de M. Sylvester, que si l’on dé- 
signe par V, la dérivée du polynôme V — F{(£), et par 
Vo, Vs, ..., Vn les restes changés de signe que l’on 
déduit de V et V,, par l'opération du plus grand com- 
mun diviseur, on a 


A Er V; A NA V: à: CS V; À ym—1 Lier Vr 


me 


— —) = — — ) — — . 
I V A9 Vi A; Va A» Vire 








donc le nombre (£) exprime aussi combien il y a de 
quantités négatives dans la suite 


Lt VERRA 
VA ar us: NA 





? 


ctilest égal, en conséquence, au nombre des variations 
contenues dans la suite 


V, Vi, Vo, Jp432 Vyn - 


. On conclut de là que le nombre des variations perdues 
par la suite précédente, quand on passe de 1 —#t5 à 
t=t, > to, est égal au nombre des racines de l’équa- 
tion V — 0, qui sont comprises entre {, et {,, ce qui est 
précisément le théorème de Sturm. La démonstration 
nouvelle de ce célèbre théorème est bien remarquable, 
car on n'y emploie, comme le remarque M. Hermite, 
aucune considération de continuité. 


262. J'arrive maintenant à la méthode pratique donnée 
par M. Hermite pour déterminer le nombre représenté 
par le symbole (4). D’après ce qui précède, il suffira, 
pour remphr cet objet, de ramener à une somme de car- 
rés, par une substitution réclle quelconque, la fonction 
désignée par f et que nous savons former. 

S. — Alg. sup., L, 38 
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Soient, comme précédemment, 
TS AE A EL 
les m racines de l’équation proposée 
(1) F (z) — 2" DIS 0 1 Paz Pre El Pm—17 44 Pm — C; 
si l’on fait, pour abréger, 
p(z)= ro +22 + za +... +27 ir, à, 


l'expression de la fonction f sera 








__g(a) , (6) g° (2) 
(2) JE ANT rl ee a ce 
Désignons par 
Xo: X:, …., XP 


de nouvelles indéterminées, et posons 
D(2)—= Xo+2X, +aX, +... +R 


Nous ferons en premier lieu la substitution propre 
à rendre identique, relativement à l’indéterminée z, 
l'équation 
p(z)=(2—6)2(2) — XmF(2); 


en égalant entre eux les coefficients des mêmes puis- 
sances de z, on formerait les équations nécessaires pour 
exprimer les variables x en fonction des variables X. 
Mais ce calcul ne nous est pas utile, et il suffit de re- 
marquer qu’en remplaçant z par chacune des racines a, 
b, ..., l, l'équation précédente nous donne 


ola)=(a—#@(a), 9(b)=(58—20(8), … pr) =(1—0)0(e). 


La fonction f, définie par l'équation (2), se changera dès 
lors en une fonction $ des nouvelles variables, et l’on aura 


(3) F—(a—+t)d(a)+(b— 6) &(8)+...+(1— 7) œ(r). 


°c 
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Cette première transformation étant effectuée, nous en 
ferons une seconde, définie par les équations suivantes, 
OÙ Z0 34» +++ 2m désignent les nouvelles variables : 


or | mi 2m 2 Veem st em 140 
ne Zm—2 + Pi m3 Fee + Pme 209 
X; = 2ym»3 + Pi 2my Fese + Ps Zos 


Arias) ee MR es ete oo 0 RETRO ET eLOER "ST ONSESESUSEE 
Xyn—2 — Zi + Pi 20» 


X m1 — 20. 


Le quotient de F(z) par z — a est évidemment 


gi D Pi zm—2 mr LE AE RE POEA mt Z0 
a mn + Pa é + Pin—2@ 
TL sie ets 6 ele 5e. 6.2 ee. 8 . 
are 





et si l’on remplace, dans cette expression, les exposants 
de z par des indices de même valeur, on obtiendra, 
d’après les formules (4), le résultat suivant : 


Xo+aX+aXo+...+anm—iX,,_;, 
c’est-à-dire Ÿ («). D’après cela, on peut écrire 


e(a)=2 0), (6, 1% 


ANA 210 


F(2) 


RTE 





Joe (2) — 





pourvu que, les divisions ayant été exécutées, on rem- 
placepartout 70, 21,27, .., 21 Dar 30, Zi, ..., ms. 
Pareillement on pourra écrire 


F(s) ,F(#), 


PACS arr A Cl 


z!' étant une indéterminée à laquelle on doit appliquer ce 
qui vient d'être dit relativement à z, en sorte que, la 
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division faite, on remplacera toute puissance telle que 
( 

(4 
z'# par z,. 

D'après cela, la formule (3) deviendra 


f=T (a—0 KA NE LE) 


1 5 
LR REC 








N 


le signe Ÿ se rapportant aux racines a, b, ..., l. Dans 


cette formule symbolique, le second membre est une 
fonction entière des variables z et z/; on peut l'écrire de 
diverses manières, et le résultat définitif sera toujours 
exact, quand, la fonction $ ayant été ordonnée par rap- 
port à z et à z’, on remplacera les puissances z', z// par 


z;, zj respectivement. Cela étant, on a successivement 


f — FeN ee 


z—a)(z—a) 


7, de k CE 7 AR à 
=F(2)F() D Cane Er 0) 
ANSE Me Ro 
274 Mg ND UN RE ER er | 


On a d’ailleurs 
































donc on a définitivement 


SE 











(5) 2 (ee) MAMIE Jp Es 


expression de laquelle ont disparu les racines a, b, €, .…. 

Donc, pour avoir le nombre représenté par (£), 1l suf- 
fira de mettre le second membre de l’équation (5), sous 
la forme d’un polynôme ordonné par rapport aux puis- 
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sances de z et de z’. On remplacera ensuite chaque 
puissance z° ou z' par z; et l’on obtiendra la fonction 
homogène #, qu’on ramènera à une somme de carrés par 
la méthode connue; le nombre de carrés affectés de 
coefficients positifs sera précisément (1). 

Lorsqu'on veut avoir le nombre des racines de l’équa- 
ton F(z) — 0 comprises entre deux limites #4, t, don- 
nées numériquement, 1l conviendra le plus souvent, pour 
obtenir les nombres(f,)et(1,), d'opérer sur lesexpressions 

(t —z)F'(2)F{z')— (4 —z')F'{z")F{z) 
D 

PAS 0 0 
as) P(2)E (a) (4 — 2 )P(2) (2) 


/ 
LA 


D 


dont les coefficients sont tous numériques, et non pas 
sur l’expression générale qui contient l’indéterminée t. 


ExEMPLE. — Supposons qu’on demande le nombre des 
racines de l'équation 


S — 32 +1—0, 


qui sont comprises entre o et 1. 
On a, dans ce cas, en faisant abstraction du facteur 3, 


g lema)let—r) (a 82) (2) (2/1) (5 354) 


nn nt 9 


"” ve 
CE ET) 


et cette formule symbolique donne la formule exacte 


Mn zi dr 7 Mn tz, + 222;) 


+ (25 — 24 — 2202; + Âz12). 


Si l’on fait successivement t — 0, t—1, on obtient les 
deux fonctions homogènes 


2 2 


24 — 2} — 92922 + 2129 — (29 — 2} — (2, — 23, )? + 322, 


22 


— 224 — 025 —2; +2220 + 2329 —— (29 — 22) —(2,— 2) — 2; 
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Il y a deux carrés affectés de coefficients positifs, dans 
la première de ces fonctions, tandis qu'il n’y en a aucun 
dans la seconde; donc l’équation proposée a deux ra- 
cines comprises entre o et 1. 

On doit remarquer aussi que, si l’on donne à t une 
valeur positive infiniment grande, la fonction $ divisée 
par t se réduira au polynôme 


— 325 — 4z — 2? + 229 2 + 22029 


lequel peut être mis sous la forme 
I È ÿ 
— (39 — 29) — 2 | 2 — —- 2 | — +2. 
( 0 2) 0 2 ) > 1 


Comme on n'obtient, dans ce cas, aucun carré affecté 
de coefficient positif, le nombre des racines supérieures 
à l'infini, augmenté du nombre des couples de racines 
imaginaires, se réduit à zéro. On peut donc reconnaître, 
par ce simple calcul, que l'équation proposée a toutes ses 
racines réelles, 
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CHAPITRE V. 


DÉVELOPPEMENTS RELATIFS A LA THÉORIE DE L’'ÉLIMINATION. 


Des fonctions symétriques et rationnelles des solutions 
communes à plusieurs équations. 


263. Nous avons exposé dans le Chapitre [°* une mé- 
thode fondée sur la théorie des fonctions symétriques, 
pour l'élimination d’une inconnue entre deux équations, 
et nous en avons déduit pour ce cas particulier la démon- 
stration du théorème de Bézout relatif au degré de l’équa- 
tion finale. On peut établir ce théorème dans toute sa 
généralité en suivant la marche indiquée par Poisson dans 
le XIe Cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique. 
Nous commencerons par étendre au cas d’un nombre 
quelconque d’équations la méthode d'élimination parles 
fonctions symétriques, précédemment exposée pour le 
cas de deux équations seulement. Cette extension repose 
sur la considération des fonctions symétriques des solu- 
tions communes à plusieurs équations, fonctions dont 
nous allons d’abord nous occuper. 

Pour éviter les difficultés que peuvent présenter les 
cas particuliers, nous ne raisonnerons ici que sur des 
équations générales dont les coefficients demeurent in- 
déterminés. 


264. Cas De DEux ÉQuATrOoNS. — Soient deux équations 


HR Ro RE ET} 0, 
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entre les deux inconnues x et y, et 


(zou), (zaYa) ….) pare 


les systèmes de solutions communes à ces deux équa- 
tions. On nomme fonction symétrique de ces solutions 
communes toute fonction qui ne change pas de valeur 
quand on y permute les groupes (x, 71), (XaYo), --., 
les uns dans les autres; nous considérerons seulement 
les fonctions symétriques rationnelles. Une fonction de 
cette espèce est toujours exprimable rationnellement par 
les coefficients des équations proposées. 

Par un raisonnement tout semblable à celui que nous 
avons fait au sujet des fonctions symétriques des racines 
d’une équation à une inconnue, on fera voir que la dé- 
termination d’une fonction rationnelle et symétrique des 
solutions (x,74), (X2Y2), ... se ramène à celle de fonc- 
üons symétriques entières, homogènes, et dont les dif- 
férents termes se déduisent les uns des autres, en chan- 
geant les indices des lettres x et y, mais sans changer 
leurs exposants. Les fonctions symétriques auxquelles 
on est ainsi ramené seront dites simples ou du premier 
ordre, doubles ou du deuxième ordre, etc., suivant que 
chacun de leurs termes contiendra les lettres d’un, de 
deux, etc., groupes (x4Y1), (XaY2); -... La forme 
générale des fonctions simples sera 


pq PT PE 
abrite Pal: TPE LE dent 


p ou qg pouvant être nul. Nous représenterons une pa- 


reille fonction par Ÿ æ1.7%+ La forme des fonctions dou- 


bles sera 


PT pig" PRESSE 4 ; 
Li To ve HE EP sm EU NT 





| 
| 
L 
] 
À 
. 
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nous la représent PyT a yT insi d 
P nterons par T Y,T, Y, » et ainsi de 
amd 


suite. 
Voici la méthode donnée par Poisson pour calculer la 
fonction simple Ÿ dr 
25 


Désignons par £ une nouvelle variable, par « une in- 
déterminée, et posons 


L=x+ay,. d'où x—t— «y; 


en substituant cette valeur de x dans les équations pro- 
posées, celles-ci deviennent 


f(t— ay,y)—= 0, F(£— ay,y)—= 0, 
et, en éliminant y, on a une équation finale en t, 
Ye, a) 0, 


qui contient dans ses différents termes l’indéterminée «. 
Cette équation en {a pour racines 


CRE le te io a eue Tnt HV ns 


et elle est, par conséquent, du degré n. D'ailleurs, la 
somme des puissances semblables de degré u des racines 
de l'équation en + peut s'exprimer rationnellement 
(n° 171) par les coefficients de cette équation, c’est- 
à-dire en fonction de « et des coefficients des équations 
jroposées. On aura donc 


(as + ay) + Lire + aa) ++ (an + ayn)" 
—A,+A,a+ A, a+ .., 


formule où As, À,, ... désignent des quantités con- 
nues et exprimées rationnellement par les coefficients 
des équations proposées. Cette équation ayant lieu quel 
que soit «, les coefficients des mêmes puissances de & 
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doivent être égaux dans les deux membres, et il en ré- 
sulte cette suite d’égalités : 


mi 


T, + a + ,,, + a A5 


Ripper  —: D=1. pen 
Ur UT Æ Ja Passe nd = 





qui feront connaître les fonctions simples > LV PARCLe 
degré p + q =. 

Le calcul des fonctions doubles, triples, etc., peut être 
exécuté de la même manière que dans le cas des fonctions 
symétriques ordinaires. Par exemple, pour avoir la fonc- 


tion double Ver. ro 74 FPT » on multipliera ensemble les 
Pie 
deux fonctions simples Ÿ z? y et y a y? ; le produit 


. . ! ! 
se composera de la fonction simple Ÿ CAR PAU 


la fonction double qu'on veut trouver. On aura donc 


Dares Yan) nt -Dan 


Seulement il ne faudrait prendre que la moitié de cette 
valeur, si l’on avait à la fois p'= p, g'= q. 

Les fonctions triples, etc., se calculeront d’une ma- 
nière analogue. 

Ce qui précède suffit pour établir, comme nous l’avions 
annoncé, que les fonctions symétriques et rationnelles 
des solutions communes à deux équations peuvent s’ex- 
primer rationnellement par les coefficients de ces équa- 
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tions, et l’on voit que leur détermination exige seule- 
ment l’élimination d’une inconnue entre deux équations. 


265. Cas D'UN NOMBRE QUELCONQUE D'ÉQUATIONS. — 
La même méthode s'applique à un nombre quelconque 
d'équations. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de 
trois équations à trois inconnues 


0 0h20), 40 Mot, 2] —0, 
et soient 
HOME z1 ); ÉTIUAT Za )) …. ee Zn) 


les systèmes de solutions communes à ces trois équa- 
tions. Conservant la classification que nous avons adoptée 
des diverses fonctions symétriques, la forme générale 
des fonctions simples sera 


D GNE Te P,:dgeT PPS GER 
At Z, TT Je Z, He re Nes 


‘Ùv 


celle des fonctions doubles sera 


DÉMO THE GNT 
ÉEUS Qt LS ACTES CT AR EE 
et ainsi de suite. Et c’est à la détermination des pre- 
mières que se ramène celle de toute fonction symétrique 
et rationnelle. 
Désignant par t une nouvelle variable, par & et 6 


deux indéterminées, nous poserons 
t—x+ay +62, d'où x—t— «ay —6z 


Ayant substitué cette valeur de x dans les équations pro- 
posées, nous éliminerons y et z; nous obtiendrons ainsi 
une équation finale en t, 


VIT A6 )=0; 


| « 
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contenant les indéterminées & et 6, et dont les racines 
seront 


2 0 
THAT 02 Lo + Va 629, ce, Tn + AYn + 62e 


La somme des puissances ui®% de ces racines pourra 
s'exprimer rauonnellement par les coefficients de l’é- 
quation en #, c’est-à-dire en fonction des indéterminées 
x et 6 el des coefficients des équations proposées. On 
aura ainsi une équation de la forme 


à (x, + ay +62: =Y Ar 101: 


où le coefficient À,,, désigne généralement une quantité 
connue. Le signe sommatoire 2 du premier membre 
s'étend aux 7 racines de l’équation en t, celui du second 


membre à toutes les valeurs de g et de 7, telles que 
JET ROUE EL 


En posant p = pu —4—7r, et égalant les coefficients de 
a4 6" dans les deux membres, on aura 


EVA ER NT EC EUE 
(BD A enr z, = À y,r3 


c’est la formule qui fera connaître les fonctions simples. 

Pour former les fonctions doubles, triples, etc., on 
procédera comme dans le cas des deux équations. La 
forme du calcul est la même, et l’on voit qu’en général 
les fonctions symétriques et rationnelles des solutions 
communes à plusieurs équations s’exprimeront toujours 
rationnellement par les coefficients de ces équations. 

Il faut remarquer que la détermination des fonctions 
symétriques des solutions communes à trois équations 
exige l'élimination de deux inconnues entre trois équa- 
tions, et généralement la détermination des fonctions 


À d 
? 
" " 
“dt à :& Le is 
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symétriques des solutions communes à Æ équations exige 
l'élimination de À — 1 inconnues entre Æ équations. 


Extension de la méthode d'élimination par les fonc- 
tions symétriques, au cas d’un nombre quelconque 
d'équations. 


266. La méthode que nous allons exposer, d’après 
Poisson, donne le moyen d'éliminer À — 1 inconnues 
entre # équations, lorsqu'on sait éliminer # — 2 incon- 
nues entre À — 1 équations, et, par conséquent, cette 
méthode ramène tous les cas, en dernière analyse, à l’éli- 
mination d’une inconnue entre deux équations. 

Pour fixer les idées, nous considérerons quatre équa- 
tons seulement, entre quatre ou un plus grand nombre 
d’inconnues ; mais on verra sans peine que notre raison- 
nement est général et qu'il s’appliquerait sans modifi- 
eation au cas d’un nombre quelconque d'équations, 

Soient donc les quatre équations 


ÈS: y, L 


Il 


? 


Il 


T, Ÿ, 2, Lt 


) 

F FUREUR 

(n) (x, y, 3, u, at) 
C ) 


l 


? 
q 


9 


- 0 
0, 
0 
= O 


] 


_ 


LE 


> Ji 2 


entre quatre ou un plus Fi nombre d’inconnues x, y, 
z,u, ..., etproposons-nous d'éliminer trois inconnues, 
x, y, z par exemple, entre ces équations. 

Considérons en particulier les trois premières des 
équations (1), 


Aa Z, U, ... Le20, 
(2) HAS Cie Z, U, .. A0, 
q ie, VIA AE ) 40. 


et, en regardant x, y, z comme fonction des autres va- 
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riables, u, ..., désignons par 
(æi J'1 z), EN Y'a 32), 2 AC, ETS A 


les n systèmes de solutions communes aux équations (2). 

Cela posé, remplaçons (x, y, z), dans la quatrième 
des équations (1), successivement par chacun de ces 
n systèmes, et désignons par V le produit des résultats 
ainsi obtenus, en sorte qu’on ait 


(3) V—= fai, is za Use.) D(Ar, ass He) D(T,Yrr2n see 
l'équation 
(4) V=o 


sera l’équation finale résultant de l'élimination de x, y 
et z entre les équations (1), car cette équation (4) exprime 
la condition nécessaire et suffisante pour que les équa- 
tions (1) admettent un système (x, y, z) de solutions 
communes. D'ailleurs V est une fonction symétrique et 
entière des solutions communes aux équations (2); on 
pourra donc l’exprimer rationnellement par les quan- 
ütés indépendantes de x, y, z qui entrent dans les équa- 
ions (1). Pour cela, désignant, comme précédemment, 
par t une nouvelle variable, par & et 6 deux paramètres 
indéterminés, nous poserons 


t—r+ay +62, d'où #x—t—uy —62; 


en substituant cette valeur de x dans les équations (2), 
on aura les trois suivantes : 


entre lesquelles il faudra éliminer mMete C’est donc à 
l'élimination de deux inconnues entre trois équations 


" 
"sx hbc 
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que nous ramenons l'élimination de trois inconnues 
entre quatre équations. L’équation finale en £ qui résulte 
de l’élimination de y et de z entre les équations (5) aura 
pour racines 


T1 + ai +62, Ta + Ya + 629, COQUE Ln + AEYn + 62»; 


et son degré sera égal à 7. Supposons cette équation. 
formée, et ordonnons-la par rapport à t; elle sera 


(6) EE Di ET Pa PH, pr at+ Pr —=0, 


Pi» pas --. étant des fonctions rationnelles de u, ..., 
qui contiennent aussi les paramètres & et 6. Cette équa- 
tion (6) servira, comme nous l’avons vu précédemment, 
à calculer les diverses fonctions symétriques des solutions 
communes aux équations (2), dont l'expression de V est 
composée, et le problème sera enfin résolu. 

Cette méthode conduit, dans les applications, à des 
calculs d’une longueur rebutante; mais nous allons en 
conclure aisément une démonstration nouvelle du théo- 
rème de Bézout, relatif au degré de l’équation finale, ce 
qui est l’objet principal que nous avions en vue. 


Théorème de Bézout sur le degré de l'équation finale. 


267. D’après ce qui précède, 7 étant le nombre des 
solutions communes (x, y, z) aux équations (2), on ob- 
tiendra une équation finale du même degré n en élimi- 
nant deux inconnues quelconques entre les équations (2). 
Cela est d’ailleurs évident à priori, car, à cause de la 
généralité que nous supposons aux équations, tout est 
semblable par rapport à x, y, z, u, .... Toutefois, il 
est important de faire cette remarque, parce que le con- 
traire pourrait avoir lieu si l’on attribuait aux coeffi- 
cients des valeurs particulières. 
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Lemme. — Si n désigne le degré de l'équation finale 
gui résulte de l'élimination de deux inconnues entre les 
trois premières des équations (1) et m le degré de la 
quatrième équation (1), le degré de l'équation finale 
résultant de l'élimination de trois inconnues entre les 
quatre équations (1) est au plus égal à mn. 


L'équation (6), qui résulte de l’élimination de y et z 
entre les équations (5), étant du degré n, les coefficients 
Pr, Pa, -.. sont des fonctions entières de u, ..., dont 
la première est au plus du premier degré, la deuxième du 
deuxième degré, etc. Cela posé, la somme des puissances 
semblables de degré w des racines de l’équation (6), 


c'est-à-dire Ÿ (X1 + ay1 + 621)", peut s'exprimer sous 


forme entière, en fonction des coefficients ps, Pa, ..., 
par une formule qui est au plus du degré pr par rapport 


à 


à u, ..., donc une fonction symétrique simple, telle 
que Die z', de degré p+ q +7 —u, s'exprimera 
par une formule qui sera elle-même au plus de cedegré u, 
par rapport à u, .... Îl résulte de là, et du mode géné- 
ral suivant lequel les fonctions symétriques et entières 
les plus compliquées se forment à l’aide des fonctions 
simples, que toute fonction symétrique et entière du 
degré a des solutions communes (x, ÿ1, 1), -.., aux 
équations (2), s’exprimera par une formule entière qui 
sera au plus du degré g par rapport à u, .... Or cha- 
cun des termes de l’expression de V, donnée par l’équa- 
on (3), est le produit de puissances de u, ..., dont 
les exposants ont une somme mn — y inférieure à mn, 
par une fonction symétrique et entière de degré p des so- 
lutions communes (%3, Ya, 21), --., aux équations (2). 
Donc, enfin, chacune de ces parties de V s'exprimera par 
une formule qui sera au plus du degré mn par rapport 


: 
à cn it 
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àu, ..., et, par suite, l'équation V = o sera au plus du 
degré nn. 

On pourrait faire à la démonstration précédente l’ob. 
jection que voici : Le raisonnement suppose que les 
coefficients Ds, Ps, ..., sont entiers par rapport aux 
variables u, ..., ou, en d’autres termes, que l’équa- 
tion (6), qui est du degré 7 par rapport à chacune des 
variables £, u, ..., est de ce même degré par rapport 
à toutes les variables. Or cela n’est pas tout à fait évi- 
dent, quoique les équations (1) ou (5) soient supposées 
chacune la plus générale de son degré. Voici, ce me 
semble, la manière la plus simple de lever cette objec- 
tion. Si quelques-uns des coefficients p,, ps, ... étaient 
fractionnaires, quelques-unes des racines £ de l’équa- 
tion (6) deviendraientinfinies pour certaines valeurs finies 
des variables w, .... Or je dis que cela ne peut avoir lieu, 
tant qu'on laisse indéterminés les coefficients des équa- 
tions (2) ou (5), et il suffit évidemment, pour justifier 
cette assertion, de citer un cas où cela ne soit pas. Sup- 
posons qu’on donne aux coefficients des équations (5) des 
valeurs telles, que chacune, restant du même degré, se 
décompose en facteurs linéaires de la forme 


t+ay +bz+<cu+...+l; 


on pourra exprimer chacune des racines t de l'équation 
finale relative à ces équations particulières, en fonction 
de u,..., par les formules qui servent à la résolution 
des équations du premier degré; et ces valeurs de t, 
étant évidemment de la forme de gu+...+f, ne pour- 
ront devenir infinies pour des valeurs finies de u, .... 

On déduit aisément du lemme qui précède la démon- 
stration du théorème de Bézout. 


Taéonime. — Le degré de l'équation finale qui r'e- 
S. — Alr. sun. |. 20 


6:10 COURS D’ALGEBRE SUPÉRIEURE. 


sulte de l'élimination de k — 1 inconnues entre k équa- 
tions est égal au produit des degrés de ces équations. 


Soient, en effet, 
Mi, Ma, Ma, ..…. ny. 


les degrés des k équations. Le degré de l'équation finale 
qui résulte de l'élimination d'une inconnue entre les 
deux premières sera égal à m, m,, ainsi que nous l’avons 
établi au n° 186 : donc, d’après le lemme qui précède, 
si l’on élimine deux inconnues entre les trois premières 
équations, le degré de l’équation finale sera au plus 
Mi Mo Ma, OÙ My Mo M3; de même, si l’on élimine 
trois inconnues entre les quatre premières, le degré de 
l'équation finale sera au plus m4, mo m3 XX m; ou 
m4 Mo ms ms. Et l’on voit, en continuant ainsi, que le 
degré de l’équation finale qui résulte de l’élimination de 
k — 1 inconnues entre les # équations sera au plus égal 
au produit des degrés de ces équations. 

On peut ajouter que le degré de l équation finale sera 
précisément égal à ce produit, si les équations proposées 
sont chacune la plus générale de son degré, comme nous 
l'avons supposé. On s’en assure aisément en considé- 
rant un système de X équations décomposables chacune 
en facteurs linéaires, ainsi que nous l’avons déjà fait 
au n° 71. 


Développement d'une fonction algébrique implicite 
en série ordonnée suivant les puissances decroissantes 
de sa variable. 


9268. Lesrecherches que je vais exposer ici font partie 
d'un Mémoire sur l'élimination, publié par Liouville 
dans le tome VI du Journal de Maihématiques. 


œh 


SECTION II, —— CHAPITRE Ve II 


Soit 
(1) RE GR OEM — 0 
une équation du degré m entre deux variables x et y. 
Si cette équation est du degré m par rapport à y, elle 
aura m racines y, qui seront fonctions de x, et que nous 
nous proposons de développer suivant les puissances dé- 


croissantes de x. En réunissant les termes de même de- 
gré, l'équation (1) pourra s’écrire de la manière suivante : 


un 2e) een) + 





ou, en posant ? tu, 


(3) am fu) + a" filu) + a"2f(u)+.,.=0o; 


f; is as +. désignent ici des polynômes dont le pre- 
mier est du degré m, les autres sont au plus des degrés 
m—1,mMm—2,..., respectivement. Dans le cas le plus 
général, ces polynômes sont précisément des degrés m, 
M—1,M—2, .... 

Les mm valeurs de uw fournies par l'équation (3) sont 
des fonctions de x qui, pour x = + , se réduiront aux mn 
racines de l'équation 


(4) PALIER 
on pourra donc poser généralement 


(5) HE, 


LI LI 
e s'annulant avec —+ Nous nous bornerons au cas où les 
TL 


racines de l’équation (4) sont inégales, et, dans tout ce 
qui suit, cette hypothèse doit être maintenue. Portons 
dans l'équation (3) la valeur de u tirée de (5); on aura 


(6) fa +6) +a "if (a + €) + x" fax + 5) +... 0 
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Développant chaque terme par la formule de Taylor, 
ayant égard à l’équation (4), et divisant par x”7!, il vient 


er) fa) + fi(x)] 


( 7 I DES CRAN 
AO O CES CI ET 
faisons maintenant x = «© dans cette équation, et dési- 


gnant par & la limite de ex, il vient 


(8) a fa) + A (a)=0, 
d’où 

US R 
(9) Cr ta 


Cette valeur de & sera toujours finie, car, par hypothèse, 
l'équation f (æ)— o n’a pas de racines égales. 

Puisque ex a pour limite la quantité &', dont nous 
venons de trouver la valeur, on pourra poser 


éd ah 
d’où 
f LA 
7 € 
(10) E— — + —) 
TX T 


1 ed à | 
e’ s’annulant avec —: Par suite, la valeur (5) de w devient 
T 





(11) uU—at+— + —e 


pa) 
8 


C’est la série dans laquelle w se développe, quand on se 


’ 
borne aux deux premiers termes ; : est le reste corres- 
pondant. 

On peut déterminer la limite du produit ex de la 
même manière que celle du produit ex. Si, en effet, on 
porte dans l'équation (7) la valeur de e, tirée de (10), 
qu'on multiplie ensuite par x, et qu’on ait égard à l’é- 
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quation (8), il vient 
a” 
(e TARA GE | f"(a) + af" (æ) + ae) | + E —o, 
en désignant par E une somme de termes qui s’annulent 


Vu: on 
avec —; faisant donc x = +, et désignant par «&” la li- 


mite de ex,-on a 
po) a) + ff + fe + A0) | = 0 


équation qui détermine la valeur de x”. 
Connaissant la limite 4” du produit ex, on pourra 
poser 


[/4 /4 


Ex —« Ar EE 
d’où 
2 7 
œ € 
(13) Lu 
Te fie 


Ë +: ie , I 
e/ étant une nouvelle quantité qui s’évanouit avec —+ D'’a- 
4 


près cela, la valeur de (11) de u devient 


! # " 


e 


Œ £ 
(14) ER Pan Ur x À 


c'est la série qui exprime la valeur de quand on se 
" 
. : £ 

borne aux trois premiers termes; — est le reste corres- 
$E 


pondant. 

On pourra obtenir ainsi autant de termes que l’on vou- 
dra du développement de u, et, comme y=ux, on aura, 
par suite, autant de termes que l’on voudra du dévelop- 
pement de y; on a, en particulier, 


| en 4 DES OC SE 
Y=ax+ a + e, 


(15) EE 
l; 


m 


4 
CUT + @ + — + —e 
LA T 
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La deuxième de ces trois formules comprend toute la 
théorie des asymptotes rectilignes ; la courbe représentée 
par l'équation (1), où x et y désignent alors des coor- 
données rectilignes, a pour asymptote réelle ou imagi- 
naire la droite représentée par l’équation 


(16) Tarte. 


La différence €’ qui existe entre les coordonnées de la 
courbe et de l’asymptote est généralement un infiniment 
, 11-00 
petit du premier ordre, en considérant Fm lui-même 

comme un infiniment petit du premier ordre. 
La courbe représentée par l'équation (1) admet aussi 
pour asymptote l’hyperbole que représente l'équation 


[4 


(19) Ve cpu. 0 


LL 


e . 72 € L4 
mais dans ce cas la différence — desordonnées des deux 
WA 


courbes est un infiniment petit du deuxième ordre au 
moins. La courbe (17) pourrait être appelée asymptote 
du deuxième ordre de la courbe proposée; et, comme 
on peut pousser aussi loin que l’on veutle développement 
de y en série ordonnée suivant les puissances décrois- 
santes de x, 1l en résulte une infinité de courbes des 
degrés respectifs 3, 4, ..., et qui auront, avec la courbe 
proposée, un asymptotisme de plus en plus intime. 

On voit aisément, sans qu’il soit nécessaire d’insister 
sur ce sujet, comment il faudrait modifier la méthode, si 
l'équation 


Jia 0 


avait des racines égales, contrairement à l'hypothèse que 
nous avons faite. 





SECTION II. — CHAPITRE V. 615 


Formation de l'équation finale qui résulte de l'élimi- 
nation d'une inconnue entre deux équations à deux 
inconnues. Nouvelle démonstration du théorème de 
Bézout. Somme des racines de l’équation finale, 


269. La méthode que nous venons d'exposer permet 
de former autant de termes que l’on veut de l'équation 
finale qui résulte de l'élimination d’une inconnue entre 
deux équations. Soient les deux équations générales 


ha) | | M{x, y) —0 
I 
NS 0 
des degrés m et n respectivement; en réunissant les 


termes de même degré, on pourra les écrire de la ma- 
nière suivante : 


ne) mean 
=r(2) + xt t1F, (2 ) 4er F,(2)+...—0. 


> Ji fo, -.. sont des polynômes respectivement des 
degrés m, m—1,m—,...; F,F,,F:, ..., des po- 
lynômes des degrés n, n—1,n—2,.... 


(2) 


Soient ÿ, Vas ce. Ym les valeurs de y tirées de la 
première des équations (1); portons-les dans le premier 
membre de la seconde, et désignons par V le produit 
des résultats ainsi obtenus, de manière que l’on ait 


(3) VENT HAINE EAN): 
l'équation finale qui résulte de l'élimination de y sera 
V0; 


On calculera aisément la fonction V, en développant en 
série, suivant les puissances décroissantes de x, chacun 
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de ses facteurs, dont l'expression générale est N{x, y). 
Je dis même que, si l’on ne veut connaître que le premier 
terme de V, il suffit de borner les séries dont nous par- 
lons à leur premier terme; que, si l’on ne veut que les 
deux premiers termes de V, il suffit de connaître les deux 
premiers termes des séries, et ainsi de suite. 
Supposons, par exemple, qu'on ne veuille connaître 
que le premier terme de V; on a, en faisant comme pré- 


cédemment uw — se 
VA 


Nix, y)=2tF{(a) Por tERiu) 257 
Posons aussi, comme plus haut, 
Ua €, 


, . , . ] . 
€ étant une quantité qui s’annule avec —, et x une racine 
TZ 


quelconque de l'équation 


on aura 


et, pour x =, 
im 7) p{e) 
ou 
(4) Nix, y} =&"H{a)-bxtE, 
SR PE #7: : I ñ 
E désignant une quantité qui s’annule avec -+ D’après 
TZ 
cela, en représentant par 


LAN A9» ..., Am 


+. 


PS Re 


"FT 
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les m valeurs de #, on aura 
N 7, Ya ) — x" F(œ) + x'E,, 
N(x, Ja) = x" F{æ») + axtE, 
LT 26 NA PU DONC Det OUT OL ON AS SCT a LOU OT DE: è . . L2 . . ] 
N É2 124 AE À (tm) 27 E»,, 
E,, E, …., E,, désignant des quantités qui s’évanouissent 
HIT AS ; re L , 
avec —: 51 l’on multiplie ces équations et que l'on ait 
TX 
égard à l'équation (3), il viendra 


(5) V— 2 Fa) Flo)... Fam)", 


— Sr CR I 
H désignant une quantité qui s’annule avec ee 
Le premier terme de V est donc 
HA LU QAr Êr ri RM A SN € 


on pourra l’exprimer en fonction rationnelle des coeffi- 
cients de F et f, puisque F(a;) F(a:)...F (am) est une 


fonction symétrique et entière des racines de l'équation 
fa) ee À Q JA 


Il suit de là que l’équation finale qui résulte de l’éli- 
mination de y entre les équations (1) et (2) est d’un 
degré égal au produit des degrés de ces équations. 


Remarque. — Si les coefficients des équations (1) ont 
. des valeurs déterminées, et que ces équations contien- 
nent la plus haute puissance de y, l’équation finale ré- 
sultant de l'élimination de y sera toujours V — 0, et 
l’on voit que le degré de cette équation finale sera 
encore égal au produit des degrés des équations propo- 
sées, à moins que les équations 


Aial='o; F(x) 0 
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n’aient une ou plusieurs racines communes, auquel cas 
ce degré s’abaissera nécessairement. 


! 


270. Pour avoir les deux premiers termes de l'équation 
finale V — 0, il faut connaître les deux premiers termes 
du développement de N{x, y) en série. Pour cela, dans 
l'équation 

N(x,r)=x"F{(u)+at-1F;(u)+..., 

nous poserons 

ct ve Î 4e” 

1e d'A pe ot MES. 

56 TI 
HUE LEA À ï 
€ désignant toujours une quantité qui s évanout avec —- 

22 


4 une racine de 


fa) =, 
et « une quantité que nous avons calculée, et qui est 
déterminée par l'équation 
œ'f'(a)+fi (a) =0o; 
on aura alors 


N(z, y)=2"F{(a) +ztct [ot F'{a) + Fia)] Hz, 


’ 4 Q 1 e I 
E désignant une quantité qui s’annule avec -. Cette for- 
TX 


mule donne le développement de N{x,7), bornée aux 
deux premiers termes; en y remplaçant æ par chacune 
de ses m valeurs, on aura 


N(x, 1) = 2e) + 2 Te, Fo) + Fifu)] + "ts, 
N (es Ya) —2xtkF (æ) + ani [a F'(œ2) a F, (ct ]] LE TSI 
N (x, A — al (ay) ne T'oL [a F'(œ) d. F, (&m)] &r AE Ko 


Dans ces équations, E,, E:, ... sont des quantités qui 


97 e I ! ! 
s’évanouissent avec —; et «,, æ,, ... sont les valeurs 
ZT 


délit: ds né ‘à 
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de &’ qui correspondent aux valeurs «&,, &>, ... de «. 
Multipliant toutes ces équations et désignant simplement 
par x”271 FH l’ensemble des termes dont le quotient par 


: I 
x"n-1 s’annule avec —; on aura 
TE 


277 Rae ). Ji Elan 


rm 1F (a) F est Fam) Ÿÿ° F (æ)+F;(x) 


Fa) 





+ ann 1, 


Dans cette dernière formule, la quantité H, qui est infini- 
, I ; AAA : 
ment petite avec —; contient un nombre limité de termes, 
TX 


et l’on voit que le deuxième terme de V aura pour coef- 


ficient 
&'F'{(x)+ Fila) 


Bi lle les) Ÿ ee: 
= d 97 4 C ae Le 
le signe » s'étendant à toutes les racines «& de l’équation 
TACAIENE 
D'après cela, si l’on désigne par Ÿ la somme desracines 
dass 
de l’équation finale en x, on aura 


CN RAR 
Der Hadj 


demi 


ou, en mettant au lieu de &/ sa valeur — 


SVP) Ste) 

Fle)Fe) — 2 Fa) 
On pourrait calculer ainsi autant de termes que l’on 
voudrait de l'équation finale V =o, par suite cette 
équation tout entière : seulement les calculs deviennent 


de plus en plus compliqués, et nous devons nous borner 
à ce qui précède. 
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271. Au lieu de porter dans l’équation N — 0 les va- 
leurs de y tirées de M= 0, afin d’avoir l'équation finale 
V= 0, on aurait pu faire l'inverse, porter dans l’'équa- 
tion M — o les valeurs de y tirées de N— 0; mais alors 


on aurait eu une autre expression de la somme Ÿx des 


racines de l’équation finale, que l’on peut écrire sans 
faire de nouveaux calculs. Il est évident, en effet, que 


= Der Dre 
x 
HR 2e 


les sommes du second membre s'étendant à toutes les 
racines 6 de l'équation 


F(6)= 0, 


l’on aura 





En égalant entre elles ces deux valeurs de 2 on obtient 


A(a)F(a)_NEle) FE 
F'a)E (a) Da D rer 


les sommes du premier membre étant relatives aux ra- 
cines & de f(x) — 0, celles du second aux racines 6 de 
F(6) — 0. Dans cette formule, qui exprime un théorème 
d'Analyse, fet F désignent des polynômes quelconques, 
qui n’ont pas de racines égales, ni de racines communes; 
J: etF, désignent aussi des polynômes quelconques, mais 
de degrés respectivement moindres que f'et F. 
Supposons que le polynôme F soit égal à fi, et que F, 


soit identiquement nul; l'équation précédente se ré- 


duit à 7 
'(œ F6 
Den) 











ou même à 
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puisque chaque terme du second membre est nul, le 


signe Ÿ étant relatif aux racines de Ho) o, Dans 


l'équation précédente, le signe x s'étend aux racines 


æ de f(x) — 0, et F’ désigne la dérivée d’un polynôme 
quelconque F de degré inférieur à f; par conséquent, 
F’ est un polynôme quelconque de degré inférieur à f”. : 
La formule précédente résulte aussi, comme nous l’avons 
vu, de celle qui donne la décomposition des fractions 
rationnelles en fractions simples. 


Développements, en séries ordonnées suivant les puis- 
sances décroissantes de la variable, de plusieurs 
fonctions algébriques définies par autant d'équa- 
lions. 


272. L'analyse que nous venons de développer peut 
être aisément généralisée, et étendue au cas d’un nombre 
quelconque d'équations. 

Soient 


(a) Mixer, a) 0, UN (x; y z)=æ0o 


deux équations générales des degrés metnrespectivement 
entre les trois variables x, y, z ; la première x étant con- 
sidérée comme indépendante, les deux autres y et z en 
seront des foncuons. En réunissant les termes de même 
degré, les équations (1) pourront s’écrire de la manière 
suivante : 


/ Z Ÿ Z À 
PAL 1 = Le am A f, (2, #l on de} 
CE À TT 
(2) co À 
ET EE RL NU IR el 
F0 OÙ RNA) RES F, —)— | +,.,.,7= 0. 
TUET à 5 x ) 
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Y 
ou, en posant — — u, —= ÿ; 
TX 


BI 


EPSAUTE) HR EU, pIA ED, 
AP Case) + 2 En PS0 


(3) 


Jet F sont des polynômes des degrés mn et n respective- 
ment, entre les variables w et »; f, et F, sont respecti- 
vement des degrés m—1 et 2— 1, et ainsi des autres. 

En vertu des résultats précédemment obtenus, le 
nombre des solutions communes { 4, ») aux équations (3) 
est nn, ainsi que le nombre des solutions communes 
(x, 6) aux équations 


(4) JE 0 D; Feb 0. 


et les mn systèmes de solutions communes des équa- 
uons (3) se réduiront, pour x —% , aux nn systèmes de 
solutions communes des équations (4). On pourra donc 
poser généralement 


(5) uU—=a+Ee, P—6+n, 


Se Res L 
e et r désignant des quantités qui s’annulentavec -+ Ces 
L 


quantités sont d’ailleurs les restes des séries dans les- 
quelles u ets se développent quand on borne ces séries à 
leur premier terme. Pour calculer les limites des pro- 
duits ex, nx, nous suivrons la même marche qu’au 
n°268. En portant dans les équations (3) les valeurs de u 
et y, urées de (5), etayant égard aux équations (4), on a 


0f Of n —! . 
PT Ce +rtee) + SA fi Ca, 6) EE 





0 JE 
at CE + tee) er LP (a 6j+...1+. = 
Q 


En divisant ces équations respectivement par dE 
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æ71, faisant ensuit — 
5 € Æ — ©, el posant 


; , 
œ —= mer, 6 —lim ne, 


on obtient 
5) ù 
E eee, 
% 056 
0) OF OF 
| +6 —+F, —o; 
é ART 96 PEL 


d’où l’on tire les valeurs suivantes de «’ et 6 : 





Of OF 

Du F, 08 — f, 08 
TA IE 070" 

dx 06 er: dx 

(7) : 
ÔE Ho: 
tie HR 

! CARTE x 
Of OF  of0F 
Da 08 dede 


En désignant par e’ et! de nouvelles quantités infiniment 


2 I 
etites avec —; on pourra poser 
P = °nP P 
sx —@ Es, nT—=6 + y, 


et, par suite, 


! LA 


œ € 6 n’ 
Aa - Hs. pP=G+ — + =; 
TX T Ù 4 L 


on aura ainsi les deux premiers termes des séries dans 
lesquelles u et », ou ÿ et z, peuvent se développer, et 
l’on voit aisément qu'on pourra, de la même manière, 
obtenir les termes suivants. 

Cette méthode s'applique, quel que soit u, au cas de 
u — 1 équations entre p variables, pourvu qu’on écarte, 
comme nous l’avons fait jusqu'ici, en raisonnant sur des 
équations générales, quelques cas particuliers qui peu- 
vent se présenter, 
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Formation de l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation de deux, trois, etc., inconnues entre trois, 
quatre, elc., équations. Nouvelle démonstration du 
théorème de Bézout. Somme des racines de l’équa- 
tion finale. 


273. On peut, par l'analyse précédente, former autant 
de termes que l’on veut de l’équation finale qui résulte 
de l'élimination de deux, trois, etc., inconnues entre 
trois, quatre, etc., équations. 

Soient, par exemple, les trois équations générales 


(af Mr M z)= LL ON EMI 0 PEER 


des degrés m, n, p respectivement, entre trois inconnues 
x, Y, Z; en réunissant les. termes de même degré, ces 
équations seront 


CES à (2: ) us A 
Tr. 

mr(2 Een (2, 
jp Z 

XP @ (2 :) + ze, (2 à +. 1 0. 
ZX JT TL LD 


f, Fet y sont des polynômes des degrés m, n, p respec- 
tivement, par rapport aux deux variables qu'ils renfer- 
ment; fi, F1, 91 sont respectivement des degrés m—1, 
n—1, p—1, et ainsi de suite. 


8 1 


SIN 
RS 
— 
Il 
© 


à 
| N 
ST 
. 
I 
© 


Désignons par 


(Ya 21): (Y z3 ), pc | (2% 3;nn) 


les mn systèmes de solutions communes aux deux pre- 
mières des équations (1), et posons 


V—P (æ, Ji z1) E (æ, Ja 22). Le P (+, J'inns 35h) 


"+ 
Li 7). 
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l'équation finale résultant de l'élimination de > et z 
entre les équations (1) sera 


VE 


et c'est cette équation qu'il s’agit de calculer. On y par- 
viendra en développant en série chacun des facteurs 
P(x,Y, z) de V, etil suffira de connaître autant de termes 
du développementde P qu’on en veut avoir dans V. Nous 
nous bornerons 1c1, comme nous l’avons fait dans le cas 
de deux équations, à calculer les deux premiers termes 
de V, ce qui suffit pour connaître le degré et la somme 
des racines de l’équation finale. 


On a, en faisant, comme précédemment, 7 UN te 
L 


8 | t1 


Dry a le tholu 0) tr tail, v)+..., 


et, si l’on pose 





u—au+te, v—6 +, 


il vient 
P{zx,y,z)—=z2Pœla,6)+ PE, 


: Te 0e 
E s’annulant avec —; ainsi que € et n. En mettant dans 
TL 
l'équation précédente, à la place de x et y, leurs nn va- 
leurs, 1l vient 
Pr, a)=7rPla, G)+z/E;, 
P (te brio 23 à + x? o(uo, 62) — x? | 5 


fn 2 - ent yon LE F } ) 
P (Es mn Enn = Plans Over | APE 


4, Lo, -…, Emn étant des quantités infiniment petites avec 
I Je 
-. Enfin, en multipliant toutes ces équations, on à la 
TX 


valeur suivante de V: 


— Droit SAME Ti e n »Mmnp FI 
NT Pq(2, 8 Joltgas 62)2.@(œmns on PP HE, 


S.— Alg, sup., À. 49 
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où H désigne une quantité qui s annule avec —. Le pre- 
l #4 
mier terme de V est donc 


xMRPo (a, 6; ] ces Pam One 


Il suit de là que le degré de l'équation finale qui résulte 
de l'élimination de y et z entre les trois équations (1) 
est égal au produit des degrés de ces équations, ce qui 
fournit une nouvelle démonstration du théorème de 
Bézout. | 

Si l’on veut obtenirles deux premiers termes de l’équa- 
tion finale V — 0, il est nécessaire de calculer les deux 
premiers termes du développement de P(x,y, z) en série 
ordonnée suivant les puissances décroissantes de x. Pour 
cela, dans l’équation 


Pix, 7, 2) = Pol4, JAP EE 


nous poserons 


! ! 
€ 


œ 
U—at— + —) 
DA T 
6’ n' 
P—6 + — + —-; 
T Æ 


e etn désignant toujours des quantités qui s’évanouissent 


I a # r 9 (4 LA 
avec —; «/ et 6’ des quantités déterminées par les équa- 
En 


tions 
ND FR ND FRE 
(° 4 CRIE à d6 La — O, 
"JF , dE Le 
LE + 6 5e +F,— 


La valeur de P{x, y, z) pourra alors s’écrire de la ma- 
nière suivante : 
Pix re) =xPolai6) 
+art|e ! e + 8197 


d8 KE ÿ1 (a, | AR DT E, 
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Prin . , . I 
en désignant par E une quantité qui s’annule avec -; on 
TX 
aura donc 
D ci — cp ea, Gi) 


tar lle ile È a + (ce 6) |+2P tt 
Dex de P1 (15 91 À 1 


E (x, Ymn) ay) —r? ? ( Xmn ie n ) 


0 se ete 
4 srl à Lin dar ue = Eur GE “(am ônn) | HP En. 
mn 


j j : : 0 
Dansces équations nous avons mis, pourabréger, et NE 
œ 


1 
6 ! ! 
à la place de Fat Vila es 


désignent les 
021 


valeurs de 4’ qui correspondent aux valeurs &,, 4», ... 
de z; enfin, E,, E,, ... sont des quantités infiniment 


. I L . 72 . 
petites avec —: En multipliant toutes ces équations, on 
TL 


aura la valeur suivante de V: 


V — x0P pla, 6:) (a, 6) LEE giant: GERS 


a ot + mia, 6) 
mnp—1 Ne 6 RS ARPRRE EE SOLE EE MEET EE PEL 
+ x pl, 6:) p(amn m ) Ÿ p(a, 6) 


s7 arnnp—i H, 
Ü gs S Er à ! 9 I 4 
où H désigne une quantité qui s’annule avec -; et où le 
TX 


signe s'étend à toutes les solutions communes (x, 6) 
des deux équations 

MR EPA CITI EEE 
Le second terme de V est donc 


) 
RU 


do 96 
ed PT ? (æ; 61). vs. ® lon: 67) ÿ HRORRE Le 3 
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= | L . 
et si l’on désigne par Ÿ x la somme des racines de l’équa- 
éd 


tion finale V— 0, on aura 


LE 
DE Ne M ; 


En remplaçant, dans cette Ta œ et 6’ par leurs 





valeurs écrites plus haut, et en faisant, pour abréger, 


UE 0 dy OF 

A fa 6) = SAGE 

_deôf -df0z 

Bi 6) da 08 PAT 
NO POEMAOE 

Clanbie OToE MANU 


Ôx 06 Ou 06" 


on aura cette mon 


Val files 8)A(a, 8) + Fi(a 6) B(a 6) 
>= Ver PS VA Pr 6) j 


où les sommes du second membre sont relatives à tous les 
systèmes de solutions communes aux deux équations 


ia lien: Hhavoie 


Le calcul des deux premiers termes de l’équation 
finale, qui résulterait de l'élimination de u— 1 incon- 
nues entre p équations, n'offrira pas plus de difficulté, 
quel que soit pm, que dans les deux cas particäliers qui 
ont été développés ; la marche à suivre est toujours la 
même, et l’on peut considérer comme générale la nou- 
velle démonstration que nous avons donnée du théorème 
de Bézout pour les cas de deux et de trois équations 


Démonstration d’une formule de Jacobr. 


274. Pour obtenir l'équation finale V — 0, nous avons 
porté, dans la troisième des équations données, les valeurs 
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de y et de z, tirées des deux premières; mais on aurait pu 
opérer de deux autres manières différentes : par exemple, 
en portant dans la première équation les valeurs de y et 
de z; tirées des deux dernières, on aurait obtenu une 


expression différente de Ÿ x, qui peut évidemment être 


tirée de celle déjà trouvée, en changeant l’une en l’autre 


fet9, fi ets, .... On a donc 


Ve ds de (y. 9) B(y, d} + (y, d) G(7. 9), 
F7 9) f(y; 9) (y 0) 


mais ici les sommes qui figurent dans le second membre 





sont relatives aux solutions communes des équations 


F(+, DRE OMS PAT) = 0: 


Egalons les deux valeurs trouvées pour DE et SUppo- 


sons que les polynômes F, et f, soient identiquement 
nuls; on aura 


DE gr 8) C(7. 8) 
phas6 Lea) A (7:39) 





en se rappelant que le signe Ÿ s'étend, dans le premier 
dnd 


membre, aux solutions communes de f(x, 6) —0, 
F(æ, 6)= 0, et, dans le second membre, aux solutions 
communes de F(y,d)= 0, (y, d)— 0. On peut, dans 
cette formule, considérer les polynômes f, F eto comme 
absolument arbitraires; et, quant au polynôme 01, il 
n’est assujetti, par notre analyse, qu’à la seule condition 
d'être d’un degré inférieur à celui de ?. Supposons 


pla, 8) —C{x, 6); 


la somme du second membre de l'équation précédente 
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sera alors relative aux solutions communes des deux 
équalions 
FD D C0) 0) Eee 0: 


et, par conséquent, chacun de ses termes sera identi- 
quement nul. On aura donc 


pile, 6) 
Des He 





ou 
APS REA 
Of dE  dFof 
Ox 068 dax 06 


le signe » s'étendant aux solutions communes des deux 


équations 
Ha No or: 


Cette formule remarquable, où v, désigne un polynôme 
ER : RATE JF Of 
quelconque de degré inférieur à celui de of PO ET En de. 
œ 
est l'extension de celle que nous avons démontrée au 
n° 217 et que nous avons rencontrée de nouveau au 
n° 271. Elle a été démontrée pour la première fois par 
Jacobi, et Liouville y a été conduit naturellement, 
comme nous venons de Île faire voir, dans ses recherches 
sur l'élimination. 


Application de la théorie précédente à une question 
de Géometrie. 


975. Liouville a déduit des résultats qui précèdent 


la démonstration d’un théorème curieux de Géométrie 
que nous allons présenter 1C1 : 


Taéorëme. — Si l’on mène à une courbe algébriqué 
la série des tangentes parallèles à une direction donnée, 
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le centre des moyennes distances des points de contact 
sera indépendant de cette direction. 
Soit 
Mari Eei0 
l'équation d’une courbe algébrique; les coordonnées 
réelles ou imaginaires des points de contact de cette 
courbe avec les tangentes parallèles à la droite y = ax 


seront les solutions communes aux deux équations 
oM oM 


(x) M0: oo 


S1 l’on pose Z — u, et qu'on représente la courbe par 
1 44 

l'équation q(x, u) — 0, les coordonnées x et uw seront 

les solutions communes aux deux équations 

y a—udp 

0x DM à dou 





vla u)=0 0, 


Soit donc, conformément aux notations du n° 268, 


plx, PA ES or DE EC et PAU ai 1 at 


f; fa, -.., désignant des polynômes des degrés m, 


ma Flu) + (ma) a" fi(u) +. 
Ôx 

Pare fi (u) hu 

du 


et, par suite, 


dy a — u Ôy 


RE à = F(u) Her tFi(u)+..., 





en faisant, pour abréger, 
bF(u)=mfl(u) + (a—u)f'{u), 
(2) Re DU LEE CA HIDE 
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Fu), F;(u),... sont des polynômes des degrés m—1, 
m—2,...; car, dans F{u) par exemple, les deux termes 
du degré le plus élevé, qui proviennent de mf{u)et de 
(a—u) f’(u), se détruisent évidemment; et la même 
chose a lieu pour F;{(u),.... 

L'équation finale qui résulte de l'élimination de y | 
entre les équations (1) est la même que celle qui résulte 
de l'élimination de u entre 


ÆVefi| 16) re Ce Ju) À 0 s —— 0, 
DA RE) TEA 0; 


Si donc on désigne par DE la somme des racines de 


l'équation finale, on aura (n° 269) 


Ÿ Eux D : + ta) 


le signe Ÿ s'étendant dans le second membre aux racines 
med 





de l'équation 


en 
et & élant une quantité déterminée par l'équation 


æ'f'(aæ) +fi(z) = 0. 


Pour avoir l'expression de \ x en fonction des quan- 
ee” 


tités données f, f,, ..., différentions la première de: 
équations (2); on aura 


(3)  F{u)=(m—i)f{u)+(a—u) f'(u). 
Les équations (2) et (3) donnent ensuite 


UMA + Fifa) ={(m—i)[ax f'(a) + filx)] 
+ (a — a) [æ' f(x) + f'(a)], 
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ou, comme la quantité & f'(&) + f(x) est nulle, 
PAT MISE Rio) — (ax) [ar la) + (el. 


On aura aussi, en faisant u — # dans la première des 
équations (2), et en remarquant que f(«) est nulle, 


(5) Fx)={(a— x)f'(x). 
Des équations (4) et (5) on tire 


a'F'(æ)+ Fifa) __af"{a) + fa). 
Fa) + f'(a) 3 








par suite, la valeur de Ÿ x est 


et l’on voit qu’elle est indépendante de a. La somme des 





distances à l’axe des y des points de contact de notre 
courbe avec les tangentes parallèles à la direction donnée 
est donc indépendante de cette direction; ce qui dé- 
montre le théorème énoncé, car l’axe des y est une droite 
quelconque située dans le plan. 

La démonstration précédente semble en défaut lorsque 
l'équation f (4) — o a des racines égales; pour montrer 
que les conclusions sont cependant exactes dans ce cas, 
on peut employer un raisonnement dont nous avons déjà 
fait usage. Il suffira de changer infiniment peu les coef- 
ficients de f, de manière que f(4)— 0 n'ait plus de 
racines égales, et de supposer ensuite ces changements 
nuls : on aura une courbe infiniment peu différente de 
la proposée, et pour laquelle le théorème aura lieu ; d’où 
l’on peut conclure qu'ila lieu, à la limite, pour la courbe 
proposée elle-même. 


2176. Le théorème précédent conduit à quelques con- 
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séquences intéressantes. Désignons toujours par Ÿ x la 


somme des abscisses des points de contact d’une courbe 
algébrique avec les tangentes qui font l’angle w avec la 
direction des x positives, et faisons varier w de sa diffé- 


rentielle dw ; comme Ÿ x ne dépend pas de cet angle, 


Ÿ'dr=o. 


Mais, en désignant par ds l'arc infiniment petit qui a 
pour projection dx, on a dx = ds cosw; par suite, 


ds 
ds COSw = 0, ou O; 


GR ae 


on aura 


à ds 
puisque cosw et dw sont constants, Ts est la valeur du 
œ 


rayon de courbure p; on aura donc 


Dh 


les rayons p étant pris avec un signe convenable ; on aura 


D ou 0, 
do Le P 


p' désignant le rayon de courbure de la développée, et 


aussi 


ainsi de suite. 
En outre, si Ë et v représentent les coordonnées du 
centre de courbure correspondant au point (x, y), on a 


T—Ë—psNw, Y = Vv+pCoSs; 


donc, en ayant égard aux formules précédentes, on a 


De DEN 


encore 


SECTION II. — CHAPITRE V. 635 


c’est-à-dire que le centre des moyennes distances des 
points de contact d’une courbe algébrique avec la série 
des tangentes parallèles à une même direction est le 
même que le centre des moyennes distances des centres 
de courbure correspondants. 


277. Liouville a également donné dans son Mé- 
moire la démonstration du théorème suivant, qui est 
analogue au précédent : 


Tuéorime. — 9: l’on mène à une surface algébrique 
la série des plans tangents parallèles à deux directions 
fixes, le centre des moyennes distances des points de 
contact sera indépendant des deux directions données. 

S1 

Miverz)—0o 


est l'équation d’une surface algébrique, les coordonnées 
des points de contact de cette surface avec les plans tan- 
gents parallèles au plan qui a pour équation 


Pense 9 10 re by 
seront données par les trois équations 


OM dM OM OM 


Mie=-0: es EL Pere Fr FAIRE 


Il suffit, pour établir le théorème qui vient d’être énoncé, 
de calculer la somme des racines de l’équation finale qui 
résulte de l'élimination de deux inconnues entre les trois 
équations précédentes. En suivant la marche que nous 
avons tracée, on trouvera que cette somme est indépen- 
dante de a et de b. Ce calcul ne présentant aucune dif- 
ficulté, nous nous dispenserons de le présenter ici, et 
nous renverrons, pour plus de détails, au Mémoire de 
Liouville. On y trouvera, du reste, un grand nombre 
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de conséquences intéressantes que nous ne pourrions 
développer sans sortir des limites que nous nous sommes 
imposées. 


Sur l'élimination d'une inconnue entre deux: équations 
dont les coefficients ont des valeurs particulières 
quelconques. 


278. Nous avons fait connaître, dans le Chapitre I*, 
la méthode fondée sur la théorie des fonctions symétri- 
ques, pour former l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation d’une inconnue entre deux équations ;‘nous avons 
démontré ensuite que le degré de l’équation finale relative 
à deux équations générales des degrés m et n respective- 
ment est précisément égal à mn, et que, dans aucun cas, 
ce degré ne peut surpasser le produit des degrés des équa- 


tions proposées. Nous sommes revenu sur cette question 


dans le présent Chapitre; mais, à l'égard des équations 
particulières, nous nous sommes borné encore, comme 
nous l’avions fait précédemment, à assigner la limite que 
ne peut dépasser le degré de l’équation finale. Nous allons 
indiquer 1c1, d’après M. Minding, un moyen simple de 
déterminer avec précision le degré de l’équation finale 
relative à deux équations quelconques données (!). 


Cas particulier du développement d'une fonction algé- 
brique implicite en série ordonnée suivant les puis- 
sances décroissantes de sa variable, 


219. Soit 
(a) M\x,Y}—="0 


une équation entre les deux variables x et y. Les racines 





(*) Une traduction du Mémoire de M. Minding a été publiée dans Île 
tome VI du Journal de Mathématiques pures et appliquées. 


D 
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y sont des fonctions de x, et, si l’équation est complète, 
chaque racine, ainsi qu'on l’a vu au n° 268, peut être 
développée dans une série de la forme 


" U//2 


œ 
AR CE SE rar 


en sorte que, dans le cas général, les racines y d’une 
équation à deux variables x et y sont du premier degré 
par rapport à x (1). Mais 1l n’en est pas toujours ainsi, 
lorsque l'équation que l’on considère manque de quel- 
ques termes. Nous allons indiquer un procédé pour trou- 
ver généralementles degrés des racines y de l’équation(1), 
et pour former les développements de ces racines en sé- 
ries ordonnées suivant les puissances décroissantes de x. 

En ordonnant l'équation (1) par rapport aux puissances 
décroissantes de y, nous l’écrirons de la manière sui- 


vante : 


DORA TER ASP AERNNS ER ALT TEEN, HA Yi RAT 0, 
et nous désignerons par 


Ps May, Mas <.., xs ces Mis ii 
les degrés des coeflicients 
A, A;, À, Lx, A}, CONS | AÀ;, LEA 


qui sont des fonctions entières de x. 
Cela posé, désignons par r un exposant indéterminé, 
par u une nouvelle variable, et faisons 
Yeux; 





(*) On dit qu’une fonction > de x est du degré r, lorsque le quotient 


: 
ee n’est ni nul ni infini pour x — 


(4) 
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l'équation (2) devient 

(3) AT A ar na AP RE + A 0, 
ou, en divisant par Ax””, 


A ar (n-m,)r Â a (n-miy)r À: aTnr 
RER A RE 0 AR ARE NE MA 4 AE AS ERRNSE P 


un 
qu À À À 


dans cette équation, les degrés relatifs à x des coefficients 
des termes qui suivent le premier sont respectivement 


(me — m)(E É-r); Les 





MENU) 
(5) > ne? 
pm m)( BE 7), .…. (RTE 5). 
M — M} m 


Désignons par p, le plus grand des nombres 


ee PT 2 ME ÉNET Lit — 

manon NS AR nn en 

m — M; m — My, m — M; m 
STI E 


et supposons que soit le dernier de ceux qui sont 


M — My, 
égaux à p1. S1 l’on fait r — p,, quelquesçuns des nom- 
bres (5) seront nuls, mais tous les autres, et en particu- 
lier ceux qui suivent le Aïè®e, seront négatifs; en sorte 
que, pour x — ® , l'équation (4) prendra la forme 


(6) UE SR BLUTE O0} NoU ae A AIE=0 


les coefficients B ayant des valeurs finies et le dernier 
d’entre eux B4 étant différent de zéro. Cette équation (6) 
a mgracines nulles, et mn — my, racines finies et différentes 
de zéro. Îl s'ensuit que, parmi les racines y de l’équa- 
ton (2),1ly en a #23 dont les degrés sont inférieurs à p;, 
et m1 — mx dont les degrés sont égaux à 9,. En outre, les 
premiers termes des séries qui représentent ces dernières 


—= 04 
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racines sont égaux aux diverses valeurs de «xt, quand on 
prend successivement pour æ chacune des racines de 
l'équation 
HAEe 
Cherchons maintenant les premiers termes des séries 
qui représentent les m; racines y de degré inférieur à p1. 
En divisant l'équation (3) par Axx”#”, elle devient 


Azxtr-mir)r 
| RTE RIRE à USM UML, HUE, ,, 


À 
ÉTE Ÿ 








AprarCr-mr Pal AS AT TAN es 
a 1e re QU RS al frépre 0: 
A} Â 
les coefficients des termes qui précèdent w”#x ont pour 
degrés 
pie 
fm (EE 2 
M — My 

(8) 


| — (My — my) (He tes —r); 


My — My 


et ceux des termes qui suivent u”#*x ont pour degrés 


(re ms) (EEE —r); …. 


My — My 


| (my — my) (he E _— r) 3 +. my (es —— ) * 


My My m }; 





(9) 


Désignons par #2 le plus grand des nombres 
D P = 


Uri x AR RPRCIPE Mk bit Pr, 
My — My+i My, — My mn}; 
Lx! ni: ZA 








et supposons que soit le dernier de ceux qui 


My —= My 
sont égaux à p2. Il est aisé de voir que p, est plus petit 
que p,. En eflet, on a, par hypothèse, 


VER Pre 0 
cn — EE A 


= My RE TE my 
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et l’on en déduit 


x! — 074 
Pi OU Pr 

Si l’on faitr — 02, les nombres (9) sont nuls ou négatifs, 
et en particulier tous ceux qui suivent le (4 — ke sont 
négatifs. On voit aussi que tous les nombres (8) sont né- 


gatifs; car, si g est << k, on a, par hypothèse, 


ennite BETA 
LEPALS VO avec. + Er 
Mm— Me < PA m — My Mr 
d’où 
j'le sr œ HT 
ÈS lee PR BP > et RATE nee po. 
HS RUE Ms — M y, 
b Lol 
D’après cela, si l’on y faitr— pe et x = «©, l’équa- 
tion (7) prendra la forme 


(ro) uk+...+Byu”v—o, où uw" fifu)—=o, 


les coefficients B ayant des valeurs finies et le dernier By 
étant différent de zéro. Cette équation (10) a my racines 
nulles et 723 — my racines finies et différentes de zéro. Il 
s'ensuit que, parmi les racines y de l'équation (2), 1l y 
en a my dont les degrés sont inférieurs à p2, et mx — my 
dont les degrés sont égaux à p:. En outre, les premiers 
termes des séries qui représentent ces dernières racines 
sont égaux aux valeurs de æxt#: quand on prend succes- 
sivement pour &« chacune des racines de l’équation 


fila) 0: 


En continuant ainsi, on déterminera les premiers termes 
des séries qui représentent les my racines de degré infé- 
rieur à ps. Ge que nous avons dit suffit évidemment pour 
établir le théorème suivant : 
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Taéoreme. — Ztant donnée l'équation , 
A y ares A, y re À; Yi ANT 0. 


ordonnee par rapport aux puissances décroissantes de 
y, et dans laquelle les coefficients 


A A; À, .. Ar: 


sont des fonctions entières de x ayant respectivement 
pour degrés 
Ms Mis Pos see, Mitis 


si p, désigne le plus grand des nombres 


PRE EN biti — 
qu nt Li ————————————————— 0 s | EYE sx. 
M— M)  M—M m 
Fe 3 à 
et que RE dernierdde ceux dont la valeur: 
nr ULTA 


est p1, l'équation proposée aura m— mx racines de 
d egr'e Pr, eLSt k est <i+1, les mx autres racines seront 
de degré inférieur à p,. Si, en second lieu, p, désigne 
le plus grand des nombres 





Prti FX Bk+2 — Uk : Bit — Ék, 
9 = —— 3 .…. ———————— 
My — Mas) Mp —Myys my. 
DIN LL 7 è 5 
et que FE EE it le dernier de ceux dont la valeur 


My, — My 
est p», l'équation proposée aura mx— my racines de 
degré p», et si K'est <i+1, les my autres racines se- 
ront de degré inférieur à pe. Si, en troisième lieu, p3 de- 
signe le plus grand des nombres 


S 
Bts — x US SR où, bit+1i — Pt 
LT FUETRRENS rl | RE TER RTE EU PER, TT ET SRE A Re Te pr 
Mur — Myrsi My — Mythe M js 
LIN Se L jf ë, : 
et que M F4 soit le dernier de ceux dont la valeur 


Mt My" 
est P3, l équation proposée aur@ Mgr — Mn T'ACINES de 
S., Alg.sup.— I, 41 
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degré pa, et si K est Ti +1, les myr autres racines se- 
ront de degré inférieur à p,, et ainsi de suite. 


Quand on aura trouvé les premiers termes des séries 
qui représentent les diverses racines y de l'équation pro- 
posée, on obtiendra aisément et de la même manière au- 
tant de termes qu’on voudra de ces séries. Considérons, 
par exemple, une racine dont le premier terme soit &xt, 
on posera 

LAS R EAST 


51 la proposée n’a qu’une seule racine dont le premier 
terme soit zx, la transformée en z n’aura qu'une seule 
racine de degré inférieur à p, et si la proposée a plusieurs 
racines ayant xt pour premier terme, la transformée 
aura un pareil nombre de racines de degré inférieur à g. 
On trouvera les premiers termes de ces racines de l’équa- 
tion en z, comme on a trouvé les premiers termes des 
racines de l’équation en y; on connaîtra ainsi les deux 
premiers termes des racines de l'équation en y qui ont 
ax? pour premier terme. Et, en suivant la même marche, 
on calculera autant de termes que l’on voudra des racines 
de l'équation en y. 


ExEmPLE. — Proposons-nous de trouver les degrés des 
racines y de l'équation 


(x, 8)75+ (x, 6)7*+{x, 9)7+ (x, 4)7?+ (x, 3)7+ (x, 10 


nous désignons, avec Bézout, par la notation (x, px) un 
polynôme en x du degré pe. 

D'après le théorème que nous venons d'établir, il faut : 
d’abord former les nombres 
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=: I . , à 
dont le maximum est -; le dernier.-nombre égal à ce 
z : 
maximum occupant le deuxième rang, l'équation pro- 
; , 1 , : 
posée a deux racines de degré -. Pour avoir les degrés 
2 


des autres racines, il faut former les nombres 


F 
: 5 
— 5, —3, —-; 
[e] 
4 5 
dont le maximum est — 3: le seul nombre égal à ce 


maximum occupant le troisième rang, l'équation pro- 


, Le “ , 0 
posée a trois racines du degré — =. 
%) 


Formation de l'équation finale qui résulte de l’élimi- 
nation d’une inconnue entre deux équations quel- 
conques à deux inconnues. — Détermination du de- 
gré de l'équation finale. 


280. Soient les deux équations 


() Mix, y) = AJ" + Asp +... HA;y" + A; = 0, 
D LENS S NAS A A PR PE ES PRE 


que nous supposons ordonnées par rapport aux puissances 
décroissantes de y, et dans lesquelles les coefficients A, 
A,,..., B, B,,... sont des fonctions entières de x. Il 
s’agit de former l'équation finale qui résulte de l’élimina- 
tion de y. 

Désignons par y4, V2, -.., ym les racines de l'équa- 
tion (1) résolue par rapport à y, par n4, Mo, ++, Nr les 
racines de l'équation (2), et posons 


Me e, me) MAS 7 D 
Q=—=Ni(zx, ri)N(z, Jo). Nr Ya}. 


644 COURS D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


On a 


d’où 


est égal au produit des différences 





: L 4 P 
Il suit de là que 


qu'on obtient en retranchant chacune des racines y, 

Vo, +. 7 n de Chacune des racines n,, Na; Ass + + +» ne ON 

trouverait de même que Lu est égal au produit des difté- 
9 « . 

rences qu'on obtient en retranchant chaque racine n de 

chaque racine y, et, comme le nombre de ces différences 


est 711711, On à 


P 
PE Re TN RDS: 
A’ — | 1) BB’? 
où 
(3) BAPE ENTAEARO 


Or Pest une fonction entière et symétrique des ra- 
cines de l'équation (2), et ses coefficients sont des fonc- 
tions entières des coeflicients de l'équation (1); donc BP 
est une fonction rationnelle des coeflicients des équations 
proposées, et qui mème est entière par rapport aux coef- 
licients de l'équation (1). Pour la mème raison A°Q est 
une fonction rationnelle des coeflicients des équations 
proposées et qui est entière par rapport aux coefcients 
de l'équation (2). Done, à cause de l'équation (3), BP 
est une fonction entière des cocflicients des équations (1) 
et (2), et, par suite, elle est une fonction entière de x. 
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Nous la désignerons par F(x), et nous allons montrer 
que 
(4) PAIE 
est l'équation finale qui résulte de l'élimination de y entre 
les équations proposées. En eflet, soit a une valeur de x 
répondant à la question, c'est-à-dire telle, que les équa- 
tions 

DGA ES ON eN en) 0 
aient au moins une racine commune; On a nécessaire- 
MP TOUPeU- GUN 0 ét == 0; "et; "pan suite, 


F(x)= 0. Réciproquement, soit à une racine de 
F(x)= 0; à cause de 


B’2P —=(— ar Q — F(x), 


on a nécessairement P =oetQ = o pour x = a, et, par 
suite, les équations 


Mi eo IN lan) 0 


ont au moins une racine commune. Cela suppose toutc- 
fois que À et B ne soient pas nuls en mème temps, pour 
x = a; mais il est évident que les équations proposées 
admettent alors la solution commune x = a, y = x .Au 
surplus, on peut exclure ce cas particulier en changeant 
infiniment peu les coeflicients des polynômes À et B sans 
changer leurs degrés; d’où il suit que l’équation (4) 
n'aura Jamais de racine étrangère. Et cette considération 
permet aussi de voir que, si À et B ont un facteur com- 
mun, le polynôme F(x) sera divisible par ce facteur. 
Lorsque les polynômes A, A,,...,B,B,, ... sont cha- 
cun le plus général possible de son degré, les équations (1) 
et (2) n’ont pas de solutions multiples et ne peuvent ac- 
quérir qu'une seule racine commune y pour chaque ra- 
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cine de l'équation finale. Mais le contraire peut arriver 
si les coefficients des polynômes A, A,,..., B,B,, ..…. 
ont des valeurs déterminées. Dans ce cas, chaque racine 
de l'équation finale a le degré de multiplicité convenable; 
il suffit, pour s’en convaincre, de changer infiniment peu 
les coefficients des polynômes À, A,, ...,B, B,,...,et 
de supposer ensuite ces changements nuls. 

Passons maintenant à la détermination du degré de 
l'équation finale. Pour cela, on cherchera les degrés p;, 
Pa; .-, pn des racines m1, n2, ..…, n, de l'équation (2), et 
l’on en conclura aisément les degrés X,, 2, ..…, À, des fonc- 
tions M{x,n;), M{x, nm), ..., M(x,n,). Ces degrés À 
peuvent être fractionnaires, mais ils ne sont jamais néga- 
fs, parce que le polynôme A;,, est au moins du degré 
zéro. Enfin, si l’on désigne par y le degré du polynômeB, 
il est évident que le degré de B*P ou F{x) sera 


PS Ou de ae. 


Il peut arriver, dans quelques cas particuliers, qu'il 
ne suffise pas de déterminer les degrés p1, Po, ..., pa pour 
connaître À1, Ào, .., An, et qu'il soit nécessaire de calculer 
entièrement un ou plusieurs termes des séries qui repré- 
sentent les racines n,, n2, ..., nn. Mais 1l est évident que 
ces cas particuliers ne peuvent se présenter que si la série 
dans laquelle se développe l’une des racines n,, 99, ...,n» 
coïncide, dans quelques-uns de ses premiers termes, 
avec la série dans laquelle se développe l’une des racines 


Vi» J'2 ..) Ÿme 
Soient, pour exemple, les deux équations 


(=, jte 2) 4e, Dre, 5)r + (x, 5) 20 
(x, 8)75+ (x,6) y*+ Ês 9) + (x, 4)7?+(x,3) y +(x, 4) 2 D 


où {x, ) désigne, comme plus haut, un polynôme quel- 
conque du degré u. 
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Les degrés p1,02, ps, P:, ps des racines de la seconde 


équation ont ici pour valeurs 


APTE | 0 

HT SP OR ER ST ne 
on en déduit 

M = = = 4 = = 5. 


D'ailleurs, y = 8 etn — 4; donc le degré de l'équation 
finale est ici 
4.8+1r1+ 15 —58; 


la limiie assignée par le théorème de Bézout est 6.13 
ou 78. 

Lorsqu'on a deux équations entre deux inconnues x 
et y, il peut arriver que l’équation finale résultant de 
l'élimination de y ne soit pas du même degré que l’équa- 
tion qui résulte de l’élimination de x. Effectivement, 
l'équation finale en x donne seulement les valeurs finies 
de x propres à satisfaire aux deux équations proposées, 
et si l'équation finaleen y est d’un degré plus élevé que 
celle en x, 1l y a nécessairement quelques racines de 
l'équation en y qui correspondent à des valeurs infinies 
ou indéterminées de x. D’après ce qui a été dit précé- 
demment, il sera facile, dans chaque cas, de déterminer 


ces valeurs. 
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